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Osnovne formule iz Matematike 11

Dio tablica integrala.

ot 1
1. /'“du: +C a#—1. 7. /',Tdu:fctgquC.
. a+ sin? u
du 1 U
2. /u u = /—7 /—dz =1In|u| + C. 8. /m ;arctngrC.
2 [ u a ot 9. / 7i1 u—
3./(1 du = m ||+C/ du=e"+C. u27a2_2a u+

10. / du = arcsin — + C.
a

\/(12—u2
=Infu+ vVu?+a|+C.
\/7

4. /.sindu =—cosu+C.

ot

. /cos du = sinu + C.

o
b/ 5 du =tgu+ C.
cos?u

Newton-Leibnizova formula.

/ab f(u)du = /f(u)du ’

a

= F(u)|’ = F(b) — F(a), gdje je F'(u) = f(u).

Osobine odredenih integrala.

. /ub flz)de = — /ba f(z)dz
. /a f(z)dx = 0.
. /hf(ac)dx - /Cf(m)dz + /bf(z)dx
b “ RS b b
. /a [f1(x)+f2(x)*f3(»r)]d$:/a f1(x)dx+/a fz(z)dxf/a f3(z)dz
5. /b(:f({I?)(lfli =c /bf(z)dr
Smjena promjenjivih u odredenom integralu.

Y | T =) r=a=a=p(a)=>t=a
/Gf(l)dw_ dv=¢ ()t z=b=b=pB)=t=4

N =

w

-~

+oo b b .
Nepravi integrali. / f(z)dx:blim/ f(z)dz, / f(x)dz = lim / f(z)dz,...
—00 Jq a——0o0 Jq
a —00

Racunanje povrsine ravne figure. U zavisnosti od izgleda slike: P = / z)dx, P = /

/ fla)dz, P = / )de, P = / y) — h(y)|dy, ..
v =n(t)
Zapremina rotacionog tijela. Ako, kriva data u parametarskom obliku C' : y=u(t) rotira
t1<t<t

oko z-ose, zapremine se racuna po formuli
t2 2./
Vo= [ lu@®F 0]t
1

t2 .
Ista kriva ako rotira oko y-ose, V, = 7r/ [n())? |1 (t)|dt. 1z ove dvije formule, za funkcije y = f(z) i

= g(y), slijedi V,, = 77/ [f(@)*dz iV, = 7r/ lg(y)]?dy.

z =1(t) t2
Duzina luka krive. C: ¢ y=pu(t) ,{= / [/ (£)]2 + [/ ()]2dt;
h<t<tiy i

C:{3;1<b f—/mdl :{ SZ(S)d Z—j\/mdy;

Komplanacija obrtne povrsi. Povrsina omotaca tijela dobijenog rotacijom krive

z =(t)
C: y=p(t) , oko z-ose, se rauna po formuli: P = 27 / [pe(t) + [/ (t))?]dt;
t<t<t

C:{c;/<_lf(<b’ —27r/|f /1 + ))Ada; ...

Funkcije dvije nazavisno promjenjive. ...

Az,y) — f(x,
Parcijalni izvodi f-ja viSe pomjenjivih. z = f(z,y), 2, = % _ lim flotAvy) = f@.y)
T 0 Axs0 Az
0 0 0
Diferenciranje funkcija vise promjenjivih. u = f(x,y,2), du = a—udm + a—udy + 8—udz
x )y z

Diferenciranje sloZenih funkcija. ...

Parcijalni izvodi viSeg reda slozenih funkcija. ...
Ekstremne vrijednosti f-ja dvije promjenjive. ...
Uslovni ekstremi f-ja dvije promjenjive. ...

Jednadina tangentne ravni i jednac¢ina normale na povrs. Ako je S u obliku F(z,y,z) =0
o Fy(x0,%0,20)(x — o) + Fy (%0, Y0, 20) (Y — %) + FL(20, %0, 20) (2 — 20) = 0

T — Xo o Y—% _ Z—Z0

Fl(z0,90,20)  Fy(z0,%0,20)  Fl(zo, Y0, 20)

Dvojni integrali.

h(zx)

[ = fos [ s [ | e s

(@)
flr,y)=[dy [ f(z,y)de = “(y)f(.’l;,y)(h: dy...
freoJaJrom] ]

Smjena promjenjivih u dvojnim integralima. Za prelazak sa pravougaonih na polarne
x = rcos(p)
koordinate koristimo smjene y=rsin(¢) , poopstene plarne koordinate su oblika
dzdy = rdrde

x = arcos(p), (a>0) x =n(u,v)
{ y=>brsin(p), (b>0) , a za proizvoljne smjene { y = p(u,v) , gdje je J Jakobijan,
dzdy = abrdrdy dady = |J|dudv
ox Ox
7=\ 8
ou v

Trojni integrali. ...



Racunanje trojnih integrala uvodenjem cilindri¢nih i sfernih koordinata.

x = rcos(p)

Na cilindri¢ne koordinate prelazimo pomocéu Y :ZTEH;W) , opis tacke je
dzdydz = rdrdedz
A= ]
M(x,y,z) X (x.y,0)
3 Za prelazak sa pravougaonih na sferne koordinate koristimo
~ 2 = rsin(p) cos(f)
Vi y = rsin(p) sin(0)
— sljedeée smjene :
AT % z=rcos(p)
/x( (x,y,o) dedydz = r?sin(p)drdedd

(opis tacke je prikazan na slici lijevo).

Primjena dvostrukih integrala.

= // dzdy. (b) V= //f(:cy)dxdy

Primjena trostrukih integrala. (a) V = // dadydz.
Q

1/ U orrr 1oy
() T(zr,yr, 27), Tr = v /Q// zdadydz, yr = v /Q// ydedydz, 2p = v /ﬂ// zdzdydz.

Krivoliniski integral prve vrste (po luku).

x =1(t) : t
Cid y=nlt) o [s@yds= [ 100, m )0 @) + ().

h<t<t c

g b
C:{f 219 [eeas= [ @i (@)
- c

a

Primjena krivoliniskog integrala prve vrste - Racunanje povrsine cilindri¢ne povrsi.
) Flay) =0 _ /
C.{ =0 , Pfcz(qyy)ds.

Krivoliniski integral druge vrste (po koordinatama).

z=n(t)
c: { y=ult) [ Py)de+ Qe y)dy = [P0, (01 (1) + Qi(t), w(t) ' (1))

th <t <t c t1

c:{:;gfq, /p“dHQ(“dJ_/[P )+ Q(x, f(x)) £ (x))dx.

Krivoliniski integral druue vrste ovisi o smjeru puta integracije.

Formula Greena.

P(z,y)dz + Q(z,y)dy = @—a—P dzdy.
/ 5

Primjena krivoliniskog integrala druge vrste - Rac¢unanje povrsine ravne figure.

1
P=3 /:z;dy — yda.
c

Nezavisnost krivoliniskog integrala od vrste konture. Odredivanje primitivnih funkcija.

2Q 0P du du
vy =— = —, .., du(z,y) = ——dx + —dy, ...
"o = oy , du(z,y) 8x(1+6y(y’

Povrsinski integral prve vrste.

2 2
D projekcija od S: z = n(x,y) na z0y - //f(x,g,uz)dS = //f(mym(amy)) 1+ <@) + (3—3) dzdy.
s D

oz

o o\’ o\’
E projekcija od S: y = u(z,z) na 20z - [[ f(z,y,2)dS = [] flz, p(x,2),2)4| 1+ ( > + <7 dzdz.
frwsons- | o

2 2
F projekcija od S: x = v(y, 2) na y0z - //f z,y,2)dS = //f vy, 2),y, z)\Jl + <gy/) + (%) dydz.

Povrsinski integral druge vrste.

Ako je integral oblika // P(z,y,z)dydz + Q(z,y, z)dzdz + R(x,y, z)dzdy obitno ga podjelimo na tri

§
dijela // P(z,y, z)dydz, //Q(I,y,z)dwdz, / R(x,y,z)dzdy. Neka je 7i = (cos a, cos 3, cosy) vektor
g

normalse na povrsinu S, gdje su o, 51y ugloii koje vektor normale zaklapa sa x, y i z osom. Tada
St =mn(y,2),
1= [ Plavy 2z = K3 D RmaIcken o6 8 e 002 X [ Pla(y.2). . 2)dud edie
s normale na S zaklapa sa z-osom, b
vrijednost za & zavisi od cos(c) (cos(a) > 0 stavljamo +, za cos(a) < 0 stavljamo -, a za cos(a) =0
imamo I, = 0). Sli¢no za I i I3
Sy = p(r,2),
neka je E projekcija od S na z0z ravan,
neka je 8 ugao koji vektor
normale na S zaklapa sa y-osom,

S:z=0(z,y),
I — // R(z,y, =)dady = neka je F pr.()JCkCIJa od S na z0y ravan, _ i// R(z,y,5(z,y))dady.
s F

I, = / Q(z,y, z)dadz = = j://(.)(x,u(x, 2), z)dzdz.
s E

neka je v ugao koji vektor
normale na S zaklapa sa z-osom,

Primjena povrsinskog integrala prve vrste - Izracunavanje povrsine dijela glatke povrsi.

. - 2
P= // ds = // $ 1+ (?) + (gn> dzdy, gdje je D projekcija od S: z = n(z,y) na 20y ravan.
v
S D

Stoksova formula. ...

Formula Gauss-Ostrogradski.

/ P(z,y,z)dydz + Q(z,y, z)dzdz + R(x,y, z)dzdy = /// (61) i—cj + ?) dzdydz

Integrali ovisni o parametru.

b(ax) b(a)
I(a) = /( : flz,a)dz = I'(a)= / fr(z,a)dx + V() f(bla), ) — d'(a) fla(a), a).
b
Ako granice a i b ne zavise od « tada I'(«a) / fr(z, a)dx.

Vektorska teorija polja. ...
Cirkulacija i fluks vektorskog polja.
C= /ﬁdF: / vpda + vydy + v.dz.

D= // ndS = // vydydz + vydrdz + v.dzdz.

8
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Zadaci za vjezbu

U zadacima 3770—3775 izratunati date krivolinijske integrale.
3770. fﬁ—, pri ¢emu je L odselak na pravoj y=—;—x—2, koji leZi
xX=y
izmedu tataka 4(0, —2) i B(4, 0).
3771. f xyds, pri ¢emu je L kontura pravougaonika &ija su temena
L
4(0,0), B(4,0), C(4,2) i D(0, 2).
3772. f yds, pri %mu je L luk parabole y*=2px, koji le%i unutar
L
parabole x2=2py.

3773. [ (3*+y%"ds, pri demu je L krug x=acost, y=asint.
L

3774. [ xyds, pri &mu je L Zetvrtina elipse koja lefi u prvom kva-
drantu. ‘ . N
3778. f V2y ds, pri &emu je L prvi svod cikloide x==a(t—sin 1),
Lo y=a(l—cos?). v
3776. Napisati obrazac za izrafunavanje integrala f F(a y)ds u po-
larnim koordinatama, ako je kriva L zadata jednatinom p p(qa) @ <e<9,).
3777*. Izrakunati f (x—y) ds, po. krufnoj lmul x2+yr=ax.

3778. Tzradunati [Y3@—y2ds po krivoj (x* + Y =a? (x*—y%) (x=>0) (polo-
L
vina lemniskate).
3779. lzratunati _/ arctg—d: po delu Arhimedove spirale p=2¢ koji
le?i unutar kruga poluprec‘,mka R, &iji je centar u koordinatnom potetku.

po prvom zavoju zavojnice X =acost, y=a sint,

z2ds
3780. lzraéu.natl ’f ]

z=at. ® )
3781. lzralunati f xyzds po delu krufne linije x*+ yY+22=R,
L

RZ . & 5
PN y2=.4—, koji leZi u prvom oktantu.

3782. Izralunati f (2z—Vx*+ y?) ds po prvom zavoju konusne zavojnice

x=tcost, y=1sint, z=t -
:3783. Izralunati f (x+y)ds po delu kruZne linije x2+y*+2 y=Xx,

koji lezi u prvom oktantu

22

Rjesenja

3770. V52 3771 24.

m% (5V5—1). 3773, 2ra™+,
ab(@+ab+F)
T4, -—-———3(‘“_5) 3778, 4xaVa.

P2
37%6. [ F(pcose, psing) Ve +¢7 de.
L4

ra®

3777*. — . Preéi na polarne koordinate,

2

3
3778. 2“3ﬁ.

3179 [(R’ +4) 2 —8).

3780. 8—“";V—2 . 3mL

: 3
3782, z—?z—[(l+2n’)T—l].

RY3
32
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Zadaci za vjezbu

U zadacima 3792 — 3797 izradunati povrsine datih cilindri¢nih omotata,
koji Jele izmedu ravni Oxy i navedenih povr¥ina. ) - '

3792. x*+y*=R?, z=R+%2-.

3793. y=2px, z=)2px—axt.

3794, y2-= ——;- (x—1)3, z= Z—V;
3795. x2+y2=R?, 2Rz=xy.

xt y? . e b . '
3796. =+ w=b z=kx i z=0 (2>0) (,cilindri¥na potkovica*)

a

3797. y=V2px, z=y i x=-§—p.

3798. Izralunati povriinu onog dela kruZnog cilindra koji iz xijega iseca
drugi isti takav cilindar, ako im se ose seku pod pravim uglom a polupreg-
nici su im R (uporedi sa reSenjem zadatka 3642)..

3799. Naci povriinu onog dela cilindra x2+)?=Rx, koji leZi unutar
sfere x2+y?+2z2=R2, .

Rjesenja

=p?

11
3792. 3xR:. 3793.—;—. 3794. —

—. 3795. R:.
3

»

3756. ka(a+-2—ln-a—-t£), gde je c=V a?—b?. Za a=b S=2ka®.
¢ a—c

3797. -:—fpz. 3798. 8R:.  3799. 4R
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3 2 6 5 4 3 2
y .y )’+3y]dy:yz+yz y‘z y‘2+3L‘z

1. Izradunaj krivolinijski integral 1 = J.(xy —1)dx + x*ydy od tatke A(1,0) do tacke B(0,2). o6 8 2 20 2 96" ° 40°° 8'° 6
. L _64 32 16 8 12 2 4 4 10+12-30-20+45 17
a) po pravoj 2x+y=2 =% 40_§_E+Z 3+§_2_§+3_ s 15.

b) duzparabole 4x+y* =4 I
¢) duz elipse x=cost ; y= 2sint c) Skicirajmo elipsu (uputa: vidi sliku sa prethodne stranice).

—————————————————————————————————————————— X = cost y = 2sint
Rjesenja:
y dy = 2costdt
a) Skicirajmo datu pravu (uputa vidi sliku desno). g
2x+y=2 X =cost
y=2-2x Ly :{y=sint
dy = 2dx LJ ; 19y =sin
0<r<Z

1= J.(xy—l)dx+x2ydy: tz 2

: L, :

J[x(Z 2x)—1]dx+x (2-2x)(-2dx) = 1= j(xy—l)dx+x2ydy: J(cost-ZSint—l)-(—sinta’t)+coszt-2sint~2costdt:

1

o z : ° .
= j(zx—zx2 —1)dx + (—4x> +4x>)dx = 2

i 0 A j( —2sin’tcost +sint)dt +4cos’ tsintdt = j(4cos tsint+sint—2sin’ t cost)dt =

0 4 3 2 0
= I(4x3—6x2+2x—1)dx:4-%‘ ?—6-%\ P12 | Ty P = 12141 =1 . . .

1 2 2 2 ®

=4 Icos3t sintdt + J-sin tdt -2 J-sinzlcos tdt —
—————————————————————————————————————————— 0 0 0
b) Skicirajmo parabolu (uputa: vidi sliku iznad). cost=u i costf
2 3t =|—si = = — 3 = —— =—
bx+y =4 o U N dxz—ldy Icostsmtdt— sintdt = du Iu du 2 +c 2 +c
4 2 sintdt = —du
2
2 ’ y2 y yz sinf=u u’ 3,
I= I(xy—l)dx+x ydyzj I_I p-1 _Edy |- 4 ydy = jsin tcostdt = J. 2y =" 1 c= sin
Ly costdt = du 3
z z i) =
= s _cosd] 2—oSOL) ooyl 1, 2 4
0 0 3 0 4 3 3 3

2 4
y % 4
_7_1 =d 1——+=—|ydy = Cos ' f
] N ety Zao-e=t]
ooyt y oy

ke ——+—|dy=
Oj[ 2 8 2jdy [y 2 16jy
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Zadaci za vjezbu

U zadacima 3806 — 3821 izralunati date krivolinijske integrale.

3806. f xdy po konturi trougla koji obrazuju koordinatne ose i prava-
L

_x_+_,y_“"’ — u pozitivnom smeru obilaZenja (tj. nasuprot kretanju satne
2
kazaljke). . ) -
—= a sa apscis-
3807. f xdy po odselku prave —;+ ree 1, od tatke presel pscis:

L .
nom do takke preseka sa ordinatnom osom.
3808. f (x2—y? dx po delu parabole y=x% od koordinatnog poletka do

- i
tatke (2,4).
3809. f (x*+)?)dy po konturi Zetvorougla &ija su temena (navedena po

L .
redu obilatenja): 4(0, 0), B(2,0), C(4,4) i D (0, 4).
(”. z”) . e . =
3810. f —xcosydx+ysinxdy dui pravolinijskog odsetka koji spajs

0,0)
tatke (0, 0) i (=, 2w).
: ()]
3811. fxydx+(y——x) dy dui krive

©,0
4 y=x.

1) y=x, 2) y=x 3) P=x,
w

3812. f2xydx+xzdy duZ krive 1) y=x, 2) y=x2, 3) y=x2 4) y?=x.
©.0

3813. fydx+xdy po delu kruga x=Rcos?, y=Rsint, od t,=0 do
L

3814. f ydx—xdy po elipsi x=acost, y=bsint, u pozitivnom smeru
L

obilaZenja.
Ydx—xtdy .
381S. =——==, po polukrugu x=acos?, y=asint od t,=0 do
‘ iy po p 8! ¥y 1

t,=T.

3816. [ (2a—y)dx—(a—y)dy dut prvog (ratunajuéi od koordinatnog
L
poletka) svoda cikloide x=a (t—sinf), y=a (1—cos?).
xzdsy*—yzsix’ pri ¢emu je L deo astroide x= Rcos®t, y=Rsin3t
i x4y
od tatke (R, 0) do tagke (0, R).

3817.

3818. f xdx+ydy+(x+y—1)dz duZ pravolinijskog odsetka od tatke
L
(1, 1, 1) do tatke (2, 3, 4).

3819. fyzdx+zVR’——y’dy+xydz po zavojnici x=Rcos?, y=Rsint,
L

at . . .
z==2—, od njenog preseka sa ravni z=0 do preseka sa ravni z=a.
T

44,4
3820.

L1,

xdx+ydy+zdz
Vi +y2+22—x—y+2z

duZ prave linije.

3821. fy’ dx +2*dy + x*dz duZ krive po kojoj se seku sfera x2 + )2 ;— z22=R3

L
i cilindar x*+y*=Rx (R>0, z>0), pri &mu je smer’ obilaZenja po konturi,
posmatran iz koordinatnog poletka, suprotan kre!anixé satne kazaljke.
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3812. U sva Cetiri slutaja
vrednost integrala je 1.

3813. 0.

3815.

3814. —2mab.

%n. 3816. = a*.

3
3817. R‘RR ﬁ

3818. 13.

3820. 3

axR
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Zadaci za vjezbu

U zadacima 38223823 krivoliniji i i
8. jske integral
ma L, uzete u pozitivnom smeru obilaZenja, trt:‘r;asf(;nl:?sazt‘i“:o;xl'z oo
po oblastima, ograni¢enim tim konturama. e integrale
3822. [ (1—x)ydx+x(1+)?dy. ' '
L
3823. f (‘Fr+2xoos')dx+(¢"—X25in}’)‘1Y-
L

3824. Izratunati integral u zadatku 3822, ako je kontura integracije L
krug x2+)?=Re, na dva nalina:

1) neposredno;..

2) primenom Grinove formule.

~ 3828, Izratunati f (xp +x+y) dx+ (xy +x—y) dy, pri gmu je kontura
. L

integrac;je L: 1) elipsa §+£-= 1; 2) krug x*+)*=ax, a integral se uzima

oba puta u pozitivnom. smeru obilaZenja. (Ratun izvesti na dva natina:
1) neposredno, i 2) primenom Grinove formule).

3826. Dokazati da je integral [ (3x+e’)dx+(x)*+xe’—2y)dy jednak
L

nuli ako je putanja integracije L zatvorena kriva simetri¢na u odnosu na
koordinatni po&etak.

3827. Primenom Grinove formule izrafunati razliku integrala

L= [(c+yrds—(x—y)?dy
AmB

L= [ (etpdx—G—yidy,
AnB

pri &emu je AmB pravolinijski odsetak koji spaja tatke A(0,0) i B(1,1), a
AnB je luk parabole y=x*.

3828. Pokazati da je vrednost integrala f {xcos (N, x)+ysin (N, x)}ds,

L

u kojem je (N, x) ugao izmedu spoljne normale krive L i pozitivnog smera
apscisne ose, uzetog u pozitivnom smeru obilaZenja po zatvorenoj krivoj L,
jednaka dvostrukoj povrsini oblasti ogranitene zatvorenom krivom L.

3829. Dokazaﬁ da integral f (2 xy —y) dx + x* dy, uzet po zatvorenoj kri-

. L

voj L, izrazava povrSinu oblasti ograniene tom krivom.

3830. Dokazati da je integral f o (y)dx+[x¢’ (») +x°1dy jednak tros-
e . H

trukom momentu inercije homogene ravne figure ogranitene konturom L, u
odnosu na ordinatnu osu.
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Rjesenja
3822, fof(xuf)dxdy.
3823. ‘/;f(y—x)ﬂdxdy.

s °F
2

3
3825. 1) 0; 2) _.1'81,

3827. -l—
3
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1. IzraCunati povrsinu figure koja je ograni¢ena krivom:

a) elipsom x =acost, y=bsint;

b) petljom Dekartovim listom x* + y* —3axy =0.

Rjesenja:

a)

Slika 1: elipsa
Koristit ¢emo sljede¢u formulu:

1
P=—Qxdy— ydx,
255 fy -y

gdje je (vidi sliku 1)

X =acost
C, =< y=bsint
0<¢t<2rx
Izracunajmo izvode od x i y:
dx =—asint dt
dy = bcost dt

Uvrstimo u formulu:

1 1% . .
P= Esfxdy — ydx = 3 J. (acostbcost—bsint (-a)sint)dt

0

2 2
=l I (abcos’t + absin’t)dt =l ab J- (coszt + sinzt)dt
2 0 2 0

1 1
:—abjldt:—ab t
27 2

2
”J :lab(Zﬁ—O) =abrn
0 2

Konaéno rjesenje: P =abx.
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b)

x+y+a=0

Slika 2: Dekartov list
Da bismo koristili formulu
1
P=—Qxdy— ydx,
> 5C5 ly—
moramo preci na parametarsku jednacinu krive uzevsi:

y=tx, =2
X

Vidimo da polarni radijus OM (vidi sliku 2), gdje je O(0,0) i M(x.,y), opisuje cijelu petlju

krive kada t ide od 0 do +oo.

Uvrstimo smjenu y =#x u x° + )’ —3axy =0 te na dobiveni rezultat unijeti i smjenu x =

pa ¢emo imati:
x +(tx)3 —3ax(tx) =0
)63(1+t3)—3‘mx2 =0/:x"
X (1+7 ) =3tax’

2
X

x(1+t3)—3ta:0

=0

x(1+t3)=3la
_ 3ta
1+ F

59

_ 3ta
1+
_ 3ta
147
_ 3ta
C1+7

Pa dalje raCunamo izvod za x:

3a(1+t3)—3ta (31)

dx =
(l—i—t3)2
3 2
dk:3al+t ?it)
(1+7r)
_ 3
de=3a "2
(1+7)
teizay:
6ar(1+1')-3ar*(31%)
dy = 32
(1+7r)
2(1+7)-1(3¢%)
dy=3at—( )3 5
(1+7)
3 a3
dy:3a12+2t : ft
(I+1)
_ 43
dy=3ar 2" ay
(1+7)

Pomnozimo izvode sa dx i dy sa y i X, redom
3ta 2-7

xdy = 3at dt
P ) Casey
_ 43
xdy=9a’t’ 2 t3 dt
(1+t3)
2 1_23
yav=0 5 "2
1+¢ (1+7)
_ 3
ydx =92 24
(I1+71)

Sad uvrstimo dobijene rezultate:

o 3 3
P:lfxdy—ydlej 9a’t? 2ot 3—9azt2 ! 2;3
27 2 (1) (1+0)

o 3 3 2@ 3
:%J.9a2t22 £o1426  9aP T, 1er
0

(14—t3)3 2 (1+t3)3
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Zadaci za vjezbu P PR
U %adacima 3861 — 3868 pomocu krivo}inijskog integrala izratunati . _Z M, éy7. khve /z'w,]*c c ) 7 o brno /, '7(:&4'
povrinu oblasti ograni¢ene datim zat?'_orenim krivama. _ - tera ( .
3861. Elipsom x=acos?, y=bsint, // M /=/'”/x,7) st Q/";T] “‘(7’
3862. Astroidom x=acos’t, y=asin®z. = - .
3863. Kardioidom x=2acost—acos2t, y=2asint—asin2¢. H, éo [ l"/e’j W;)ec(‘ ;’9_/’ _2Q
3864*. Petljom dekartova lista x*+ y*—3 axy=0. (0 . Y Qx
3865. Petljom krive (x+ y)3=xy. bec dg \m‘/f daoct L(war C 2N e Zaun,
3866. Petljom krive (x+ y)*=x2y. od wrele krive I(».yc C (2 briva 47” e
3867*. Bernulijevom lemniskatom (x2+ %)%= 2 a?(x*—)?). ‘ moZlmo wzels Llp éo/_ o Loy A} v ‘Vc’/ 4

3868. Petljom krive (Vx+V7)"?=xy. tachke M, M, )
¢ X M \/’\'{‘{Hmf v te paly 041‘5%0 fre?‘fwo‘ fee b5 Fo  wmadewo
Rjesenja / J

_ -l (x Lo e .3 )
70 )‘4 U= )T) 2t /\4 vn/—e 1t JCI/’(,“()-— ;:c;-{dx+ %—%J{:ﬁﬁﬁeﬂd%

3 ) ' F{ [~eer.
3861. mab. 3862. —mat. 3863. 6mal. ° 2))
. 8 . » /’ /’0/’()\{)4“4’Q/k)ﬂd"("_’[c{‘-((‘()”()=C{[l<)‘()) SC{(CIJI—C(/G/!.)
3864*. ry a®. Pre¢i na parametarske jednaine krive, stavljajuéi y=tx. c c (4,5)
3865 ! 3866. 1 M‘ 2 a2, Staviti tgt "
. 60 . zTo. . ’ . . Vill y=Xx gl.

1 .
3868°. . . Staviti y=ixi%.
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Zadaci za vjezbu

i iti i ih integrala,

U zadacima 3831 — 3835 uveriti se dg su vred.nosu datih l

uzetih po zatvorenim konturama, jednake nuli bez obzira na oblik funkcija
koje ulaze u podintegralni izraz.

3831. Lf @ (X dx+ ¢ (y) dy. 3832. [ f(xy) (ydx+xdy).
L

- [1
L

3834. [[f (x+2)+f(x—Pldx +[f (x+ ) —F x—)]dy.
L

383s. ff(xz+y’+zz) (xdx+ ydy+ zdz).
L

xdy—ydx
x+y

3836*. Dokazati da integral f , uzet u pozitivnom smeru
L

obilaZenja po bilo kojoj zatvorenoj konturi koja -obuhvata koordinatni poée-
tak, ima vrednost 2.

xdy—ydx
x2+4y*
obilaZenj. : :
U zadacima 3838—3844 izralunati krivolinijske integrale totalnih dife-
rencijala.

3837. Izradunati (‘ duZ kruga x2+y?= 1 u pozitivnom smeru

@3 @n
3838. [ ydr+xdy. 38%9. [ Zxypdc+xidy.
-12 ©.0)
5,12

) .
d. d) . . . .
3840. f J—‘——x:y—yzy (koordinatni poletak me leZi na putanji integracije).

dx : ) -
3841. f ZdX4Y9)  bri temu tatke, P, i P, lefs na koneentriénim kru:
+ A
®y) - ' . v .
govima ¢iji je zajedni&ki centar u koordinatnom - podetku, a poluprcénici su RJ J
im R, i R, (koordinatni poletak ne leZi na putanji integracije). ) esen a
@13 N 3836*. Primeniti Grinovu formulu
3842. j xdx—y*dy +zdz. g na dvostruko povezanu oblast,

7 3853, Odrediti broj n tako da izraz

a -2 . ograni zatvi
G.21) L l bilo kakvim krugom
3843. [ yzdx+zxdy+xydz. o Gili jo centar u koordinatnom

poletku i koji ne

,2,3)
preseca konturu L.

.31
'

3844. M (putanja integracije ne preseca péerinu 3837. m. 8.
a2y =2y 3899, 4. 3840. ln>.
X R 5
"“)' : : 10
y 3841, R,—R,. 3842. —.
U zadacima 3845—3852 na¢i funkcije &iji su totalni diferencijali zadati. 4943 3844, — S .
2
. du=x*dx+y*dy.
3845, »dy sses. e X
3846. du=4(x*—y) (xdx—ydy). 3
4. 3846. u=(x*—)*?+C.
3847. d"“(x+2y),ud§:ydy' 3847, u=ln|x+y|——2—+C.
&+ : x+y
x- x2+x2+y? X4y +1
3848. du= dx—( )dy. . 3848, u=—22 " . ¢
Ry FIEry Tt
N y
— 3849, u=In| x—, —_
3849, du=[“ 2y +x] dx+[——y——y=]dy. A=
(r—x)? (r—xp 220
. . 2 3 :
3850. du=(2x cos y—)? sin x) dx + (2y cos x—x?sin y) dy. 3850, et 0087+ Y3 OB X4C.
2x(1—e’) e y—1
s du= 02D dx s (S 41) dy. e
38 A +27 I+ o4 ML um 474 C.

73

(By—x)dx+ (y—3x) dy
(x+y) '

3852. du=

C=Ndx+ G+N DY oge totalni
=+

diferencijal, i naéi odgovarajuéu primitivau funkciju.

3854. Odrediti konstante a i b tako da izraz

(2 +2xy+ax)dx—(3+2xy+ by’) dy
| 2+ 2P

bude totalan diferencijal, i naéi odgovarajuéu primitivnu funkciju.

U zadacima 3855 — 3860 naéi funkcije &iji sv totalni diferencijali zadati.
=dx+dy+dz. 3856. du=xdx+ydy+zdz‘

3855. du
Cx+y+z Vx2+y2 422
3857 du=yzdx+xzdy+xydz.
1+x2y22
3858, du=2(zxdy+xydz-—yzdx)'
(x—yz)?
_ e 3
3859. du=dx 3dy+3y Xtz dz.
z N
r y

~

e (x+1)y

——%—t—l-)-+ze")a'y+( ——-——ZT——--G-}’C‘”-FF')dZ.

z
3860. du=e'dx+(‘

Rjesenja

x—y 1 y
3852. u= +C. 3853. n=1, u=—In(x? —

G S n=1, u: 2 ( fy’)+arctg*+c._
3854, ambm—1, um——2—+C. 3855. u=1 2

-1, FiatC . u=In|x+y+z|+C.

3856, u=V ¥+ +22+C. 3857, u=arctg xyz + C.

2 _
3888. um—> +c. 3889 u- 2,7 .

x—yz z - 2 -
3860. u=e* (x+1)+erz—e-=, : )
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1. Izratunati povrsinski integral:

a) I= ”(6x +4y+3z)ds , gdje je o oblast ravni x+2y+3z = 6, u prvom oktantu;

b) K = ”(y +z++/a’ —x7)ds, gdje je W povriina cilindra x” +y* = a’, koja se nalazi
w
izmeduravniz=01iz=h.

Rjesenja:

a) Skicirajmo oblast o (vidi sliku desno)

x+2y+3z = 6/:6
f + X + E — 1

segmentni oblik jednacine ravni

X+2y+3z=6

x 3z=6-x-2y
2 2 1
I e - e K M
o D ox 6)}
oz_ 1
ox 3
0z 2
2 2 oz _ 2
o E] (2] - oLt z.-2
Ox oy 9 9 9 3

Projekcija na xOy ravan izgleda: Nacrtati projekciju (uputa:vidi xOy ravan sa slike iznad).
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6—

2y 6-2 6-2y
. T 2xy

. " 46x . )y =

14°
:3j(2(6—2y)2+2~(6—2y)-y+6-(6—2y)jd =
0
1435 2 2
:TI 5(36—24y+4y Y+12y—4y* +36—12y [dy =
0
i

zzm.(y

Skicirajmo oblast W (vidi sliku na sljedecoj stranici)

;l;J.f(x,y,Z)ds = £If(x,y(x,z),z)-\/l+[2}cj2 +(Zj2dxdy
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Zadaci za vjezbu
U zadacima 3876—v3884 iz‘raéu;xati date int;grale.

3876. ff (z+2x+—;—y) dg, pri &mu je S deo ravni %+%+%=
s

koji se nalazi u prvom oktantu,
3877. f f xyzdg, pri ¢emu je S deo ravni x+ y+z =1 koja leZi u prvom
s

oktantu. .
3878. f f xdgq, pri ¢emu je S deo sfere x2+ y?+z2=R? koji se nalazi u
s

prvom oktantu.

3879. f f ydq, po polusferi z=VR2——x2—y2.
s

3880. ff VRE—x*—32 dq po polusferi z =} RF—x2—)72.
S

3881. [[ x)?dg pa polusferi 2=/ RE—x— 2.
S

3882. f f --df.—_, Jp_u ¢emu je S deo cilindra x2+ y*= R? ograni€en ravnima
. & »:'::‘:.«
z=01i z-=11,‘5§j5; i¢iemstojanje talke na povriini od koordinatnog po&etka.
3883. f j% po sferi x>+ y?>+22=R?, pri &mu je r odstojanje ta¥ke
s

na sferi od nepomiéne tatke P (0, 0, c), (c>R).
3884. f f fi—q—, pri ¢emu je S deo hiperboli¥nog paraboloida z= xy,
r
s

iseCen cilindrom x2+3y?=R?, a r je odstojanje talke na povidi S od z-ose.

3885*. Naéi masu sfere ako je povriinska gustina u svakoj njenoj ta¥ki.
brojno jednaka odstojanju te talke od nekog odredenog pre¢nika sfere.

3886. Naéi masu sfere ako je povriinska gustina u svakoj njenoj tadki
brojno jednaka kvadratu odstojanja te tatke od nekog odredenog pre¢nika sfere.

V3 © R?

Rjegenja 2876 4VEL 387r. . sem. DT

3979. 0. 3880. wR®. - 3881. 3’-1';.
H 27X ! 1 ] za B#2:
3882 2marctg 7. 388, 'c(n-+-2)-[(¢—-R)f'" (c+Ry-?

R
2:R In ::R. mn=2. 3384 x[RVE+1+InR+VE+D)
3885¢. n*R’. Primeniti sferne koordinate.
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Zadaci za vjezbu

U zadacima -3887—3893 izralunati date povrsinske integrale.
3887. [g f xdydz+ydxdz+zdxdy po spoljnoj strani kocke obrazovane

2. v .
J g ravnima x=0, y=0, z=0, x=1, y= .
ﬂ)'—(/'eé":‘lo e ! NB Lét ff-% (}Il{ A( L4 0<é/, L,,( 2—,7/)«' TX _I;Cf » ¥= 4 y 1. z=1. v
22 4 3888. f f x2y?zdxdy po spoljnoj strani donje polovine sfere x*+ »+
s ' :

/ﬂ@cz) bd = 2 [l gty dedy  pe poom

X re 2= //)

.. e e XP y‘2 22
- ,_Q____/’——/— 3889. {: f zdxdy po SPQIJDOJ strani ellpsoxdg ;+Zz~+;2—-= 1.
(2l <, . C . ..o x2 oy 22
X oaau, od uqu Lej,' \/eééw '701""16{/6 3‘744/4 % 3890. £fzzdxdy po spoljnoj strani elipsoida 71;+'%+§= .
Z-a(0 w1 ngpr  ZHZY _ . . -
) 7 "l‘o‘(a’u, Col2 Cag Cog ~ 3891. xzdxdy+xydydz+ yzdxdz po spoljnoj strani piramide obra-
) & ) 2"' >0 = + : s ; . )
Colp < = zovane ravnima x=0, y=0, z=0 i x+y+z=1.
Cole— < » .
Col =0 = 0O 3892, ffyzdxdy+xzdydz+xydxdz po spolj- z)
s

¢ 0 e orzzeiro.m/ noj strani zatvorene povrSine koja se nalazi u
J

g phoe é g pourde we  x rav prvom oktantu a sastoji se iz dela cilindra x4+ y*=R? L
Z r v9 i odgovarajuéih delova ravni x=0, y=0, z=0 i z

e

4 . z=H., - ‘\
2 = A-x% 3893. ff y zdxdy+xzdydz+x*ydxdz po N L
L S, . . . 10 y
2=t W spoljnoj strani zatvorene povriine koja se nalazi

u prvom oktantu a sastoji se iz obrtnog parabo- /
2L kal, ¢ sxzo loida z=x2+y? cilindra x>+ )y?*=1 i odgovaraju-
Y / Z% Y20 fo c 2= 2z éih delova koordinatnih ravni (sl. 68). Sl. 68
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Zadaci za vjezbu i rjesenja

xX+y

Izratunati povrdinu povrii S, ako je S dio povrii 7=
xt+y?

izmedu cilindarax2+y?=1ix?+y* =2 u I oktantu.

Rj‘ x+y
x2+y2
9z y*-2xy-x* 0z _x2-2xy-y*

ox  (x+y)r 0y (Py

2-2xy—x? Jc2—2xy—y2:|2
= . dS= \/T Y + dxdy,
ff s ff ;+[ (2 +y?)? T [ (x +y*? ¢

gdje je D:1<x2+y?<2.
Uvedimo polarne koordinate: x=pcoso, y= psin@. Imaéemo:

Za povi§ z= imamo

= ff\/l +—4(—c052<p—sin2q>)2+?(cos 29— sin29)’dpdp=
P . :

/2 Ve

2
fd'PfVP etde= f2(t2t ke

Vi‘
(2+p‘—12, p3d=~tdt)
_ Ve , V3 Ve )
=?Vl(l+12_2)dt——( V2 I+V§)‘L_=' |
-l R
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@ Izradunati povriinu povri S, ako je S dio povrdi x2+y?+2z7=R?

koji se nalazi vam cilindra (x? +y?)%=R2 (x>~ y?).

Povr¥ §:x?+ y? + 22 = R? isjeCena cilindrom (x? +y%)?= R? (x* -
. ‘ : ~ y?) simetri¢na je odnosu na-koor-
dinatne ravni (sl. 70), pa je

SIAEERG S

r R RER
jf VRZ'—-‘(x’+y2) g

gdje je S1 dio povrdi S u I oktantu.
Uvedimo polarne koordinate. Bice

/2 R

_edp
P=8R| d +8R d .
Jae [phteanfan [ pitec
/4 0 0 RVcos2¢
' nf2 n/4 RVcose 4
(Moze i ovako, P=8 R [dcpf pde “-8Rfd<pf _f’.fz.)
CET N (R

/4

Dakle, P==8Rf[ VR’—p]R
0

R

cos 2 0

tj. P= R2(8V2 8+2-r:)
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Izratunati povr§inu povrsi S, ako je:

258, S dio sfere x2+ y?+z2=aq? unutar cilindra x?+y*=ay.

251. S dio cilindra x2=2:z odsjeSenog ravnima x—2y=0, y=2x
i x=2V2. ,

252. Sdio povrsi y = x* + z2 u I oktantu koji isijeca cilindar x2+2%= 1.

253. S povrstorusa r= (a+ bcosB)cos <p_i,+ (a+ bcosB)singj + bsinOk.
Je 250 posa [l— 1):
2
251. P=13.

V35—
252, P= —ZT—

253, P— 4abn? (Uzeth ffds ff

D 0<cp<2 T, 0<6<21t )

dr d‘P 0; N
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@ Izradunati povriinu povrii S, ako je S povrd (x?+y?+ 232 =a’ (x*+y?).

Rj.
j Smjenom x.=p ¢os ¢sin0, y=psingsinb, z=pcos 0" dobija se
jednalina p=asin6. Uvrtavajuéi ovu vrijednost p=p (e, 0) @ jednaline

x=x(p, 9, 0), y=y(, 9, 0), z=2(p, ¢, B) dobijaju se parametarsk‘e jedna-
¢ine povrsi 1
x=asin?6cosp=x(¢p, 0)

y=asin?0sing=y(¢p, 0)
a .
z=—sin20.  =z(p,0).
2
Za izratunavanje povriine koristiéemo vezu

[[ds~[[Va?x B+ C?ded®, pri &emu-je
N D

D.2) p DX ,_ D(xYy)

Di.6)"  D@® DO

Bice:

A--a’sin’06cospcos20

B=a?sin?6sinpcos26

C= —2a%cosBsin*0 L
1 zatim

: . A*+ B>+ C? = a*sin*0, |/ 4>+ B+ C*=a’sin?f.

Sada je

2n 3

P= azqu,fsm 6d6= 2'n:a2fsm26d6 -2 g2,
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@ Izradunati povrdinu povr$i S, ako je § povrd (Vivanijevog) tijela
V={(x, y, D):x2+y*+2?< R, x2+ y? < Rx}.

Rj. o o
Tijelo je simetriéno u odnosu na ravan z=0, pa je P=2 P+

2P pri &emu je Pg povriina gornjeg dijela sfere, a P, povriina gornjeg
dijela cilindra. Bice

PS———fb/\\/.]+Z:3+Z;2dxdj7=kff—‘—.__ix=d_—y——_=.
‘ VRE=(x%+ y?)
S ‘ : S’ ' )
Oblast S’ je krug x?+ y?<Rx. Uvodedi polarne koordinate dobija. se
% ‘Rces g d
- o [ edp T
Ps=R [a ——————=2R2,,ﬂ—1).
s .[q’. VR-p 2 :
T 0 .

2

Povrsinu cilindra traZimo p‘omoéu krivolinijkog integrala: P = f zds,
o . [
pri &emu je' / kruZnicax?+y?=Rx, a z =}/ R*—(x2+ y?) =} R*— Rx.

- Ako " jednadinu kruZnice ! napiSemo u parametarskom obliku

‘ . : S, - R . .
x=§(1—cosq;), y=§smcp‘, dobice se ds=—2— dp, ¢=(0, 27), i zatim

2% 2%
, — &% " Rl
pc___.iR_fJRZ—%(1+,COS¢)J¢=%fVl*cosz?d?z
° 0

) :2n 2
. R? R? .
N =%—f Vsin2q>.d¢=*2—f | sing | do=
0

0

) L1 ) 2t
_K [sinpd@—if sinpdp =2 R2
2. 2
0 L3

Slijedi 4
P=2R2.
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Zadaci za vjezbu

3894. Integral f (? + 22) dx + (x*+ 22) dy + (x* + y?) dz, uzet Do nekoj zat-
L

vorenoj konturi L, primenom Stoksove formule. transformisati u integral po
povrsini ,,razapetoj nad tom konturom.

3895. Izralunati integral f x2 pPdx+dy+zdz po krugu x*+y*=R?, z=0,

: L
na dva nalina: a) neposredno, i b) koristeci Stoksovu formulu, uzimajuéi za

povriinu S polusferu z= +/ RP=x*=32. (Integracija po krugu u ravni xOy
raduna se u pozitivnom smeru obilaZenja).

Rjesenja
3894, 2 [ [x—p)dxdy+(y—2)dy dz + z—x)dx dz.

””.nR‘
. T
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Zadaci za vjezbu

3896. Povriinski integral f f x2dydz+ y*dxdz+z*dx dy, uzet po zatvo-
S

‘renoj povrini S, primenom formule Ostrogradskog, transformisati u trojni

integral po zapremini ogranidenoj tom povrsinom (Integral se raiuna po
spoljnoj strani povriine S). .

3897. PovrSinski integral [ [x2+ 2+ z2{cos (N, x) + cos (N, ) +cos (N, 2)}do
S

po zatvorenoj povrini S, ptimenom formule Ostrogradskog transformisati . u

trojni integral po zapremini ogranifenoj. tom povriinom, pri Cemu je N spoljna

normala povriine S. ‘ ,

3898. Izratunati integral u prethddnom zadatk ¢
pretnika R sa centrom u koordinatnom iy u ako je S sfera polu-

3899. Izratunati integral
y [¥*cos (N, x)+y*cos (N, y)+z3cos (N, z)]do,
u kojem je S — sfera polu redni : .
a8 N — spoljna non_nalf. pretnika R sa centrom u koordinatnom potetku,

i 3 . . 3 ) - ° - .
Ost(og;(:gkgaéunatx integral u zadacima 3891—3843 primenom ‘formule

Rjesenja

3896. zfjf (x+y+ndxdydz.
0

x+y+2 - 12
3897.  —dxdydz. 3898. 0. 3899. — xR’
fnff Yx+y+ 22 5
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Zadaci za vjezbu

; . . dz
3730. Naéi oblast definisanosti funkcije f(x)= f —_—
’ . 2+ 2
J V x2+z

sinax

2
3731. Naéi krivinu krive y f do u tagki &ja je apscisa x=1.
ﬂ

3732. Polaze¢i od jednakosti f lix

=—l-ln (1 +ab) izvesti diferencira-
X a

0
njem po parametru, sledeéu formulu:

xdx ~Lina+ay——2

. (1+ax)* a? a(l +ab)’

1 3.2 izratunati integral
x*+a® a a’ o

[ ]
3733. Polazedi od jednakosti f

f (2 +p2

3734. Polazeti od jédnakosti f dx

T . .
— =—, izradunati f (
(1]

dx .
- n
a>+x? 2a x’+a’)"'( ®

ceo pozitivan broj)

3735. Izratunati wrednost integrala [ e~*x*~'dx (n je ceo pozitivan
o

broj) za a>0, na3av$i prethodno vrednost f e~*dx,
0
3736*. Polazeéi od jednakosti (vidi zad. 2318)

® T

dx_-=',naéif dx. .

g a*cos?x+bsin?x  2|ab| P (a%cos?x + b=sin?x)?
[ A\V4 L]

Rjesenja

3730. Definisana je za sve vrednosti x#0. 3731, 3w,

b (S@+35 3 b 1.3.5...2n=3) =
3733. 37{'(.“19)’ A e _]' 334 3 46...2n2) 2an1 ™D
(n—1)! n(a’+b')

373S. = 3736*. leerenclratl poailibi sabntx rezultate.
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T4ab ]

U zadacima 3737 — 3749 ‘iZrafunati vrednosti datih integrala metodom

diferenciranja po parametru.

3737.f-1-——"-:34x @>—1).
xe*

3738. f

3739.f—a—’°1§-‘5—dx. 3740.]'“(l ‘”‘z)d @<1).

“ix (@>—1).

xY1—x2 le/
, T arctgax In(1—a x’)
3741, | —————dx. 3742. — 2 .
fx(1+x2) [ Viom & @<D
0

Rjesenja

T
3743.fwdx @<1).
-3737. n(1+a). 3738. -;—‘ln(l'-i-a).

Cos x

e\nla °

x .
. 379. —In(a+V1+a?).
3744, (_l.j_g.s.'ﬂf) _dx_ (@®<1). 2
1—asin x/ sin x ‘ 3740. = (Y1—a® —1).

3741. ;ln(l+a), ako je a>0;

374s. znajuéi da je .
—7 In(1—0), ako jo a<o.
3 * 1+V1=@
f e~ dx=%\/1 (@>0) (vidi zadatak 2439). 342 wlh——0——.
a
o . 3743. carcsing.  3744. warcsina.
+ e—ax’___e—bxt V— .
3746*. —_— dx (a>0, b>0). 3748. Yra.
xz
0 :3146*. V= (Vb —Va).
- in bx—si Naéi izvode ili po b,
3747, f gmes SMPX—SINCX 1 (a>0). ) : ivode po & “P(: )
X - b c_ a(b—c
: 3747.arct¢¢ uctga arctg Zibe
3748. f e—ax c_______osbx——cos_ o dx (a>0). Diferencirati po b ili po c.
x a+ b
° 37
T 4. ln a’+c’

+b
. 3749‘. ln ——-. Diferencirati ili b.
3749+, f In (@% cos? x + b%sin? x) dx. T poa T po
0
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Zadaci za vjezbu
| A_______arctg (@ ig x) dx, nadi .f—x—- dx.k\

3750. Izratunavsi integral f
tgx tgx
0

[}
1

" 1. .
3751. Koristedi jednakost f x"dx——~—+—l, izratunati integral
n

) Inx

1
f"a X (@>—1, p>—1).
0 .

3752. Koristeéi jednakost 2a f e—ax dx — V’ (vidi zadatak 2439), fzra-

b2
Cunati mtegral (e -“ —e *)dx.

3753. 1z relacije f e * dz=g (Puasonov integrai) 1zvest1 jednakost
- 0

L 2 [ema x>0

Vx V.

i iskoristiti je za izralunavanje integrala (integral difrakcije ili Frenelov integral):

l‘cosxdx’ b) fsmxdx.

Rjesenja |

2
3750. = In(1+a), ako je a>0; —— In(1—a), a%o je a<0; f Z o ax=Zma2.
-2 2 P t.x 2

1+ .
3751+ ln-l—+£. Integrirati po parametru » u-granicama od o« do 8.

3152V (b—a). 3783, f cos xdx fsmxdx \/E'
27
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(Zadaci su skinuti sa stranice: \pf.unze.ba\nabokov
Za uocene greske pisati na infoarrt@gmail.com)
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Zadaci za vjezbu

Vektorsko polje, divergencija i rotor
-4401. Naéi vektorske linije homogenog polia A(P)=ai+bj+ck (a, b ic
‘ su konstante). ‘
4402. Naéi vektorske linije ravnog polia A(P)=—o yit+oxy, (o je
" konstanta). : :
4403. Naéi vektorske linije polja 4(P)=—wyi+ox j+ hk (v i h su
konstante). -
4404. Naéi vektorske linije polja:

1) A(P)=(y+2)i—xj—xk;

2) A(P)=(—y)i+Ex—2)j+(y—x)k

3) AP)=x(y*—2)i—y Z2+x)j+z(x*+y) k.

U zadacima 4405 — 4408 izralunati divergenciju i rotor datih vek-
torskih polja.

4405. A (P)=xi+yj+zk.

4406. A(P)=(P+2)i+(Z2+x)j+(*+y)k.

4407. A (P)=x2yzi+ xy*zj+xyz*k.

4408. A (P)=grad (x*+)*+29).

4409. Sila Fi konstantnog intenziteta F obrazuje vektorsko polje; izra-
Zunati divergenciju i rotor toga polja.

Rjesenja

4401. Prave paralelne vektoru 4 {g, b, ¢,}: 3 p

4402. Krugovi sa centrom u kodrdinathom podetku.

2~rh .. .

4403.. Zavojnice sa visinom hoda ——, koje leZe na cilindrima Cije se ose poklapaju

P -
sa z-osom: x=Rcos (wf +a), y=Rsin(ot+a), z=ht+2z,, pri &emu su R, a i z, proizvoljne
konstante.

. 4404. 1) Krugovi x2+y2 4+ 22 7R1,‘ y—z+C=0, po kojima ravni paralelne simetralnoj
ravni y—z=0 presecaju sfere sa zajednitkim centrom u koordinatnom pogetku R i C su
proizvoljne konstante.

2) KrugoVi x*+y*+22=R?, x+y+z=C po kojima ravni, koje od koordinatnih osa
odsecaju odsetke iste duZine i znaka, presecaju sfere sa zajednikim controm u koordina-
tnom’ podetku.

3) Krive po kojima se presecaju.sfere x2+y2+22=R? i hiperboli¢ni paraboloidi zy = Cx.

4405. div A=3, rot A=0. '

4406. div A=0, rot A=2[(y—2)i +(z—x)] + (x—y) k].

4407. div A =6xyz, rot A=x(22—y*)i+y (x2—2%)j+z(*—x}) k.

4408. div A=6, rot 4A=0.

4409, div A=0, rot 4=0.
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4410. Ravno vektorsko polje definisano je silom obrnuto proporcional:
nom kvadratu odstojanja njene napadne tatke od koordinatnog p(_)éetka i
‘usmerenom prema koordinatncm pogetku (npr. ravno elektrino polie obl:a-
zovann naelektrisanom materijalnom takom); na¢i divergenciju 1 rotor polja.

4411. Naéi divergenciju i rotor prostranog polja ako je sila polja pod-
ginjena istim uslovima kac i u zadatku 4410.

4412. Vektorsko polje je definisano silom obrnuto propprcionalnom
odstupanju njene napadne tatke od z-ose, normalno_m_ na tu osu i usmerenom
prema njoj; izratunati divergenciiu i rotor toga polja.

~ 4413. Vektorsko polje je definisano silom obrnuto proporcionalnom
odstojanju njene napadne tatke od ravni xOy i usmerenom prema koordinat-
nom podetku; izraCunati divergenciju tog polja.

4414, IzraCunati div (ar) ako je a konstantan skalar.
4415, Dokazati relaciju
div (p A) =@ div A + (A4 grad @),
u kojoj je =9 (x, y, z) skalarna funkcija.

4416. lzragunati divb(r-a) i div r(r-a) ako su a i b konstantni vektori.
4417. Izradunati div (@ x r) ako je r konstantan vektor.

4418. Ne prelazeéi na koordinate izratunati divergenciju vektorskog polja:

r—r,

1) A(P)=r(ar)—2ar?, 2) A(P)= .
|r—ro|?

3) grad
| r—ro}

Rjesenja

4410. div 4 -;k;, gde je k koeficijent proporcionalnosti, a r—odstojanje napadne 1atke
sile od koordinatnog poSetka; rot A =0. ’ k

4411. div A=0, rot 4A=0.

4412. div 4=0, rot A~0. U talkama z-ose polje nije definiseno’.‘ .

k.
———————, gde je k koeficijent pr i i.
z Vm’ jent proporciomalnosti. U tatkama

ravni Oxy polje nije definisano,

4413, div A= —

4414. 3a.  4416. div b(ra)=(a bd), div r(ra)=4(ra).
4417.0. 4418. 1) 0. 2) 0. 3) 0, ’
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4419. IzraCunati divergenciju vektorskog polja

AP =f(|r])—.
|r]

Dokazati da je divergencija 0Vog polja jednaka nuli samoonda kad je f (]r[)z_q ako
r?

je polje prostorno, i f (|r'])=£ ako je polje ravno, pri &emu je C proiz-
voljna skalarna konstanta. v
4420. Dokazati da je
rot[A4, (P) + A, (P)) =rot A, (P) +rot 4, (P).
4421. Izracunati rot|p 4 (P)], ako je ¢=¢(x, y, z) skalarna funkcija.

442z, Izradunau rotra ako je r inenzitet vektora poloZaja tatke, a a je
konstantan vektor.

4423. Izradunati rot(a x r) ako je a konstantan vektor.

4424. Kruto telo obrée se konstantnom ugaonom brzmom o oko wose:
nadi divergenciju i rotor polja linearnih brzina.

4425. Dokazati relaciju
n (grad (4 n)—rot (4 x n)) =div A4,
ako je n jedini¥ni konstantan vektor.

Diferencijalne operacije vektorske analize (grad, div, rot) zgodno je
obelefavati pomocu simboliénog vektora ty (Hamiltonov ,,nabla“ operator):

V_—.———x+-‘1]+——k. .

Primenu ovog operatora na ovu ili onu (skalarnu ili vektorske veli¢inu)
treba ‘shvatiti ovako: po pravilima vektorske algebre treba pomnofZiti -vektor

y datom velitinom, a zatim mnoZenje simbola —;— i tsl. velit&inom S shvatiti

kao izradunavanje odgovarajuéeg izvoda. Tada je gradu=vyu; divAd=y 4;
rotA=yx4.

Pomoéu Hamiltonova operatora mogu se predstaviti i diferencijalne
operacije drugog reda: divgradu=yyu; rotgradu=yxyu; graddivd=
_v(vA), ‘divrot A =y (Y x 4); rotrot 4=y x (v x 4). .

26. Dokazati da je r-yr"=nr", pri &emu je r vektor poloZaja tatke.

4427. Dokazati relacije:
1) rotgradu=0; 2) divrot4=0.
4428. Dokazati da je
u Pu Fu

divgradu=—+—+—
Ve oxt oy o7

(Ovaj se izraz naziva Laplasovim operatorom i obigno se obelefava sa Au.
Pomoéu Hamiltonova operatora ova se veli¢ina moZe pisati u obliku Au=

=(VYV) u=v?u).
4429. Dokazati da je
rotrot A (P)=grad div 4 (P)—A 4 (P),
pri &emu je :
AA(P)=AAi+AAj+AAk
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Potencijal

4430. Vektorsko polje definisano je konstantnim vektorom A; uveriti se
da to polje ima potencijal i naéi taj potencijal.

4431. Vektorsko polje definisano je silom proporcionalnom odstojanju
napadne tatke od koordinatnog poletka i usmerenom prema koordinatnom
poletku; pokazati da je to polje konzervativno i naéi njegov potencijal.

4432. Sile polja su obrnuto proporcionalne odstojanju njihovih napadnih
taaka od ravni Oxy i usmerene su prema koordinatnom poletku; hoce li polje
biti konzervativno?

4433. Sile polja su obrnuto proporcionalne kvadratu odstojanja njihovih
napadnih tafaka od z-ose i usmerene prema koordinatnom pocetku; hoée li
polje biti konzervativno?

4434. Vektorsko polje definisano je silom obrnuto proporcionalnom
odstojanju njene napadne tatke od z-ose, normalnom na tu osu i usmerenom
ka njoj; pokazati da je to polje konzervativno i naéi njegov potencijal.

443S. Linearne brzine tafaka krutog tela koje se obrée oko neke ose
-obrazuju vektorsko polje; je li to polje potencijalno?

4436. Sile polja definisane su ovako: A(P)=f (r)—':— (tzv. centralno
r

polje; r=Vx2+ y?>+2?%); pokazati' da je potencijal polja: u(x, y, z)=ff(r) dri

odavde kao specijalan slutaj izvesti potencijal polja
sila privlagenja koje potitu od ta&kaste mase, i
potencijal polja u zadatku 4431.

4437. Nadi rad sila polja 4 (p)=xyi+ yzj+
+xzk pri pomeranju tatke po zatvorenoj krivoj
koja se sastoji iz odsetka prave x+z=1, y=0,
&etvrtine kruZne linije x2+y*=1, z=0, i odsetka
prave y+z=1, x=0 (sl. 78), — u smeru nazna-
&enom na slici. Koliki ée biti taj rad ako se luk
BA zameni izlomljenom linijom BOA ili pravoli-

nijskim odsetkom BA? Sl. 78
Rjesenja
2-, ’ ', f
4419. div A=———+f’ (1), ako je polje prostorno, i div A=-—v +j" (r) "ako je po-
lje ravno. .

421 grotA+(gradpx ). 4422, -4

4423. 2a. 4424. wn,, gde je R, jedini&ni vektor paralelan osi obrtanja.

. 1 )

4430. u=Ar+C. 4431. H-——E-k(x1+y‘+z‘)+C. 4432, Nece. .= 4433. Nece.
l A

4434, v -—-i—lnx’+y’)+c. * 443S. Nema.

Vi—xp+y*+1—=x

2 1 1
4437. ERE R 4438, k3In .
V(l+x)1‘54éy’—l-x
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Zadaci za vjezbu
Protok (fluks) i cirkulacija (u ravni)

4450, Izrakunati protok i cirkulaciju konstantnog vektora A duZ pro-
izvoljne zatvorene krive L.

4451. Izradunati protok i cirkulaciju vektora A (P)=ar, pri éemu je a
— konstantan skalar, a r — vektor poloZaja tatke P, — duZ proizvoljne
zatvorene krive L.

4452, Izradunati proto'k i cirkulaciju vektora A (P)=xi—yj duZ proiz-
voljne zatvorene krive L.

4453, Izradunati protok i cirkulaciju vektora A (P)=(x*—y)i+(’+x)j
duZ kruZnice poluprenika R sa centrom u koordinatnom poletku.

4454. Potencijal polja brzind &estica tefnosti je u=Inr(r=Vx*+y%;
odrediti koli¢inu tenosti koja istie u jedinici vremena kroz zatvorenu konturu
opisanu oko kordinatnog potetka (protok), i kolifinu te¢nosti koja protife u
jedinici vremena du¥ te konture (cirkulacija). Koliki ¢e biti rezultat ako cen-
tar leZi van konture?

4455. Potencijal polja brzind destica tednosti je u=¢, pri &emu je
<p=arctg—y-; odrediti protok i cirkulaciju vektora brzina duZ zatvorene kon-
x
ture L.

) 4456. Potencijal polja brzind &estica teCnosti je u(x, y)=x(x2—3y?);
izralunati koli¢inu tefnosti koja protekne u jedinici vremena kroz pravolinijski
odsetak koji spaja koordinatni poletak sa tatkom (1,1).

Rjesenja
" 4458. | protok i cirkulacija su jednaki nuli.

4451. Vrednost protoka je 245, gde je S povriina oblasti ogranilene konturom I
cirkulacija je jednaka nuli. :

4452, 1 protok i cirkulacija su jednaki nuli.

2
4453. Vrednost protoka je ?nk‘, a cirkulacija je 2R

4454. U slu_ﬁajn kad ]{oordinatni poletak leZi unutar konture protok ima vrednost 2=,
protivnom slufajy njegova je vrednost nula; cirkulacija je u oba slutaja jednaka nuli.

4458. Ako koardinatni poZetak leZi unutar konture cirkulacija je 2=, a ako leZi .an
onture vrednost cirkwlacije je 0; protok je u oba slutaja jednak nuli.
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Zadaci za vjezbu

Protok i cirkulacija (u prostoru)

4457. Dokazati da je poletak vektora poloZaja r kroz svaku zatvorenu
povriinu jednak trostrukoj zapremini tela ogranitenog tom povriinom. Xy 7

4458. Izratunati protok vektora poloZaja kroz bo&nu povriinu kruZnog a b
cilindra (poluprenik osnove je R, visina H), ako osa cilindra prolazi kroz
koordinatni poédetak.

4459. Koristeéi rezultate zadataka 4457 i 4458 utvrditi koliki je protok RjeSenje:
vektora poloZaja kroz obe osnove cilindra prethodnog zadatka.

4460. Izratunati protok vektora poloZaja kroz bo&nu povriinu kruZnog
konusa ¢ija osnova leZi u ravni xOy, a osa mu se poklapa sa z-osom. (Visina
konusa je =1, a polupretnik osnove je =2).

4461. Naéi protok vektora A (P)=xyi+ yzj+xz k kroz onaj deo povriine
sfere x2+ y2+22=1 koji leZi u prvom oktantu.

4462*. Nadi protok vektora A(P)=yzi+ xzj+xyk kroz boénu povriinu
piramide sa vrthom u taZki- S(0, 0, 2), &ja je osnova trougao sa temenima
0(0,0,0), 4(2,0,0) i B(0, 1,'0).

4463. Izralunati cirkulaciju vektora poloZaja jednog zavoja AB zavojnice
x=acost, y=asint, z=>bt, ako su 4 i B tatke koje odgovaraju vrednostima

1. Naéi protok (fluks) vektorskog polja p = xi — y*j + (x2 +y - I)E kroz elipsoidu

0 i 2=~ parametra ¢. Slika 1: elipsoid
4464. Kruto telo se obrée konstantnom ugaonom brzinom « oko z-ose; o _
izratunati cirkulaciju polja linearnih brzina du% kruZne linije polupre¢nika R, Kako je S zatvorena povr§ mozemo primijeniti formulu Gauss - Ostrogradski
iji centar leZi na osi obrtanja a ravan joj j¢e normalna na tu osu, — u ~ - ov. Ov, v
smeru u kom se vrii obrtanje. o =Hp” ds Z”Idivpdxdydz ZJﬂ[ o a)’/ s dxdydz
N Q Q

4465°. Izralunati protok rotora vektorskog polja A(P)=yi+zj+xk
kroz povriinu obrtnog paraboloida z=2(1—x2—)?) koju od njega odseca

ravan z=0 Imamo:

p=(vvr.)= (x4 1)

Rjesenja | NS

= 17 L= _2% =0
Oox oy oz
4456. 2. 4458. AT R*H. 44%9. © R*H,
4460. 4. Izratunali protok kroz osnovu korusa i iskoristiti rezultat zadatka 4457. X2 yz 22
3n Oblast Q je ogranicena elipsoidom (vidi sliku 1) —- +b—2 +—=1
a c
4461 —.
16 @zjjj(l—Zy)dxdde:(*)
Q

! N
4462°. < Primeniti formulu Ostrogradskog i izratundti protok krez osnovu piramide

: Uvedimo sferne koordinate:
4463. 2 b, 4464. 2o R,

4465. —n. Primeniti Skotsovu formulu uzimajuéi za konturu L krivu po kojoj ravan
Oxy preseca paraboloid.
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x =rasing cos@ (Zadaci su skinuti sa stranice: \pf.unze.ba\nabokov
y = rbsing sind Za uotene greske pisati na infoarrt@gmail.com)

Z=rccosg
dxdy dz = r’sinpabe dr dp d@
0<r<l1
Q=1 0<p<r
0<60<2x
(*)= Jﬂ (1—2rb sing sin6) r’sinpabc dr de do
o
1

b 2n
= abc.[r2 dr Isimp d(p-[ (1—2rb sing sin6) db

0 0 0

1 T
= abcjr2 dr I (2w —21b sing(—cos 2+ cos 0)sing d¢
0 0

1 T

=abe |t dr[(2m—2rb sing (~1+1))sing do
0 0
1

= abcjlr2 dr]z2n sing do
0

0

1 b

= 27tabc_|‘r2 er.sin(p do
0 0
1

= 2nabc_[(— cosm+cos0)r’ dr
0

1

=2mabc j (~(=1)+Dr? dr
0
1

= 47tach.r2 dr
0

= 47tabcl 1-0)= i nabc
3 3

Prema tome

(I):imzbc.
3
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Pismeni dio ispita iz Matematike 11 (MF), 02.02.2012.
Grupa A

X
2arctg3 tg2 —

2
2sinx—cosx+1

r

2

1. IzraCunati integral 4=

2 2
2. Odrediti ekstreme funkcije z=x+ RN i
2x 'y 2x
(4 2

2z 2 —p
3. Dat je trostruki integral I dgoj p'dp J. dz u cilindri¢nim koordinatama. Skicirati oblast
0 0 0

integracije i izracunati taj integral prelazeéi na sferne koordinate.
4. IzraCunati povrSinski integral [ = H ydydz — xdzdx + zdxdy, ako je S donja strana dijela
N

povrsi z =+/x” + ' kojeg isjeca povr§ x* +* = y.

Grupa B
x
2arctg3 tg —_
1. IzraCunati integral B = —2 dx.
2sinx+6cosx+7

—2arctg2

X
~Z+y

2. Odrediti ekstreme funkcije z = [%xz + yzje 3
3. Izralunati trostruki integral I = _m'\/xz +y* + 22 dxdydz, pri demu je Q unutra$njost lopte
Q

X +y 4zt =x

4. Tzraunati povrsinski integral | = ” x*dydz + y*dzdx + z*dxdy, ako je S vanjska strana tijela
N

odredenog ravnima x =0,y =0,z = 4 i dijelom konusa x* + y* = z> u prvom oktantu.

Stari program:

1. Ispitati konvergenciju reda » 3™ [n + 1] ‘
n

n=1
2. Rijesiti diferencijalnu jednaginu y” + y" = x* cos x.
3. Izralunati trostruki integral I = .[_U\/xz +y* + 22 dxdydz, pri demu je Q unutradnjost lopte
Q
X +yi 4zt =x

4. Izradunati povrsinski integral [ = ” x’dydz + y*dzdx + z°dxdy, ako je S vanjska strana tijela
N

odredenog ravnima x =0,y =0,z =/ i dijelom konusa x* + y*> = z* u prvom oktantu.

171

Pismeni dio ispita iz Matematike II (MF), 17.02.2012.

GRUPA A
1. IzraCunati zapreminu tijela koje nastaje rotacijom oko x — ose figure odredene parabolom

2y* =ax(a>0) ipravama y=0, x+y =a.

apJl-x* —3*

2. IzraCunati dvostruki integral I = H Y Y, ako je D dio kruga x* + y* <1 u
S 22X +y

prvom kvadrantu.
3. IzraCunati pomocu krivolinijskog integrala povr$inu figure omedene krivom

_ 5af® _ 5at’

= ,y= ,0<¢<1.
1+2 7 T
Lin(1-a’x?
4. IzraGunati integral /()= I%dx (a2 < 1) pomocu diferenciranja po parametru
0o X 1-x
a. o

GRUPA B
1. IzraCunati zapreminu tijela koje nastaje rotacijom oko x — ose figure u drugom kvadrantu

odredene parabolom y* = —%(a >0) ipravama y=0, y—x=a.

2. Izraunati dvostruki integral 7 = ” ! dx, ako je oblast D odredena

D (x2 +y2)(\3/x2 +y° +l)
nejednadinama x* —y* <0, 1< x* +y° <4,
3. Izracunati pomocu krivolinijskog integrala povrsinu figure omedene krivom
at at’

= , Y= ,0<r<1.
e ()

1
t
4. IzraGunati integral /()= J ma’x(a >0) pomocu diferenciranja po parametru

o xv1—x?

a.

Stari program:

l (n + 1)2 (x+ 1)"
1. Nac¢i oblast konvergencije reda: ZW
n=1 n+ -4

2. Rijesiti diferencijalnu jednaginu ' ———2— = 0.
Z(x —1) 2y
3. Izracunati pomocu krivolinijskog integrala povrsinu figure omedene krivom
t s
x=—12 - _o<i<l

(w0 (1)

tarctg(a
4. IzraGunati integral /(o) = ﬂdx(d >0). pomocu diferenciranja po parametru .
0 x1-x
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Drugi parcijalni ispit, 08.06.2012.

GRUPA A
1. Izratunati zapreminu tijela u oblasti Q:x* + ) +2z> <36,x> + y*> > 2%,z <0.

2. TzraCunati krivolinijski integral I«/Zy ds, ako je ckriva x=t,y = %tz,z = %13,0 <r<l1.

3. Izracunati povrsinski integral 7 = U3zdS ,S:iz=2-x*-y%,z20.
N

Drugi parcijalni ispit, 08.06.2012.

GRUPA B
1. Izratunati zapreminu tijela u oblasti Q: x> + > + 2> >4, x> + 1> <3z, z< x> + 7.

2. Izradunati krivolinijski integral I(x+ z)ds, ako je c kriva x=1, y = itz, z=£,0<1<1.

C V2

3. IzraCunati povrSinski integral E = H(\/l—zz —z)dS, S:22=x*+y%,0<z<1.
N
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Pismeni dio ispita iz Matematike 11, 21.06.2012.

GRUPA A
1. Izralunati povrsinu figure koja je odredena parabolom y* = 2ax, a >0 i normalom na
parabolu koja zaklapa ugao od 135° sa x — osom.
2. Nacdi uslovne ekstreme funkcije z = ax+ by, ako je x> +y* =1.
3. IzraCunati trostruki integral /= Jﬂ %dxdydz, ako je Q oblast ograniena ravnima
o a +z
x=0,y=0,x+y+z=a,x+y—z=a,a>0.
4. Izradunati povrsinski integral druge vrste [ = ” x*dydz + y*dedx + z*dxdy, ako je S vanjski
N
dio povr§i 22 =2x* +2)%, 0<z< 4.
GRUPA B
. . . . S b’
1. Izracunati povrsinu figure koju u ravni odreduju linije: y = FEEL 2by =x>,b>0.
+x
2. Nadi jednacinu tangentne ravni na povrs z =2cxy, koja prolazi kroz tacku A(1,0,74c) i
okomita je na ravan x = y.
3. Izracunati trostruki integral 7 = IIJ—sz} A 22 xdydz, ako je Q oblast ograni¢ena ravnima
Jai+x
y=0,z=0,x+y+z=a,y+z-x=a,a>0.
4. TIzraCunati povrSinski integral druge vrste

1 :.U(sz+zsin2x+x+y)dydz+(4yzsin2x+y+z)dzdx+(x+y—222)dxdy, ako je S
N

vanjski dio oblasti odredene povr§ima z =4-2x>—*, z =—x".

Stari program

L.

2.

w 1
Nagi d |
a¢i sumu reda ;(3n—1)(3n+2)(3”+5)

Rijesiti diferencijalnu jednaginu x* (x—1)y'—y* —x(x—2) y =0.

. .. +z . “ .
. IzraCunati trostruki integral [ =J‘J‘J.%dxdydz, ako je ) oblast ograniCena ravnima
o a +x

y=0,z=0,x+y+z=a,y+z—-x=a,a>0.

Izracunati povrSinski integral druge vrste

I= _U(sz+zsin2x+x+y)dydz+(4yzsin2 x+y+z)dzdx+(x+y—222)dxdy, ako je S
N

vanjski dio oblasti odredene povriima z =4—2x* —y?, z=—x".
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Pismeni ispit iz Matematike 11, 06.07.2012.

GRUPA A

2
1. Tzradunati integral jx\/ 4+x” arctg % db.
0

—1 2+«[776y7y2
2. Promijeniti poredak integracije u integralu = de S (x,y)dx.
T 2= J1-6y-y?

3. Odrediti brojeve a i b tako da vektorsko polje v = (yz +axy,xz +bx* + yz*, axy + yzz)

bude potencijalno i za dobijeno polje izracunati njegovu cirkulaciju duz pravolinijske
konture od tacke A(1,1,1) prema tacki B(2,2,2).

4. Izradunati krivolinijski integral prve vrste J. (x+y)ds, ako je c desna latica lemniskate

£ =a,/cos2¢.

GRUPA B
3
1. Izracunati integral jarcsin fidx.
0 x+1
3-y

1
2. Promijeniti poredak integracije u integralu J dy .[ f (x,y)dx.
o
2

2

3. Dokazati da je vektorsko polje v= (2xz,2 vz, x° +y* — zz) potencijalno i naéi tok (fluks)

tog polja kroz vanjsku stranu sfere x* +y” +(z —1)2 =1.

4. IzraCunati krivolinijski integral prve vrste I (x -y+ 22) ds, ako je c¢ kontura trougla

ABC, A(o,o,o),B(14,0,o),c(9,%,4_58j,

Stari program
1. Razviti u Fourierov red funkciju f (x) _

—X

,X€E [O, 27[].
2. Rijesiti diferencijalnu jednaéinu y" —4y = x.
Odrediti brojeve a i b tako da vektorsko polje v = (yz +axy,xz +bx* + yz*, axy + yzz) bude

potencijalno i za dobijeno polje izraunati njegovu cirkulaciju duz pravolinijske konture od
tacke A(1,1,1) prema tacki B(2,2,2).

4. IzraCunati krivolinijski integral prve vrste I (x + y)ds, ako je ¢ desna latica lemniskate

P =ay/cos2g.
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Pismeni ispit iz Matematike I1. 06.09.2012.

GRUPA A
1. Odrediti zapreminu tijela nastalog rotacijom krive (y-2)* = x(4-x) oko y — ose.
2. lIzracunati trostruki integral jﬂ (x +y+ z) dxdydz, ako je
Q
Q:x2+y2 <2a, x§+y2+z2 <3d*, a>0.
. o xdy—(y+x')dx
3. IzraCunati pomoc¢u Greenove formule krivolinijski integral [ﬁ—S, ako je c
c (x2 +y’ +2y)

pozitivno orjentisana kontura kruznice x* +y> +2y =1.

4. Izradunati povriinski integral J..[ zdydz + xdzdx + ydxdy, ako je S dio sfere x> +y* +z° =d’
N

unutar cilindra x* + y* = ax, a > 0.
GRUPA B
1. Odrediti zapreminu tijela nastalog rotacijom krive (x+1)> = -y(y+2) oko x — ose.
2. lIzracunati trostruki integral _[”(4x2 +y - l)dxdy dz, ako je oblast Q ograni¢ena povrS§ima

Q

z=x"—2x+2y" +4y-2 i z=4x"-2x+5y> +4y-14.

3. Izracunati pomocu Greenove formule krivolinijski integral
3

m(xz v+ y? + ye ] dx+ (x + xe” ) dy, ako je c pozitivno orjentisana kontura odredena

linijama y =+/1-x7,y =0.
4.

IzraCunati povrSinski integral ” xzdydz + xydzdx + yzdxdy, ako je S vanjska strana omotaca
N

tijela koje pripada prvom oktantu i ograni¢eno je cilindrom x* + y* =1, te ravnima
x=0,y=0,z=0,z=2.

Stari program:

1.
2.

- X

Razyviti u Fourierov red funkciju f(x) _ ,X € [0, 27[].

Rijesiti diferencijalnu jedna¢inu y" —4y = x.

. o xdy—(y+x')dx
Izracunati pomocu Greenove formule krivolinijski integral m—3, ako je ¢
¢ (x2 +y° +2y)
pozitivno orjentisana kontura kruznice x* +y> +2y =1.

Izradunati povrsinski integral J..[ zdydz + xdzdx + ydxdy, ako je S dio sfere x> +y* +z°> =d’
S

unutar cilindra x* + y* = ax, a > 0.
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Pismeni dio ispita iz Matematike II, 03.02.2011.

GRUPA A
1. Naéi povriinu figure koja je ograniéena linijama y=—-x*,x—y—-2=0.
2. Naéi ekstreme funkcije z =x’ +3xy> —15x—12y.
3. Nadi zapreminu tijela ograni¢enog ravnima
x=Lx=3,y=Ly=52x-y+z-1=0,z=0.

4. Tzracunati krivolinijski integral [ = J‘Z«/xz +y* +22°ds, ako je c kriva
r~2 .
X=-——cost,y =Tcost,z =rsint,t €[0,7].

GRUPA B
1. Izradunati povr§inu rotacionog tijela koje se dobije rotacijom parabole y* =4x
od tacke x =0 do tacke x =2.
2. Nadi uslovne ekstreme funkcije z = 6+4x+3y uz uslov x* +y* =1.
3. Nadi zapreminu tijela ograni¢enog ravnima
x=-l,x=2,y=-2,y=2,4x-3y+2z-2=0,z=0.

4. lIzraCunati krivolinijski integral [ = I Y x> +4y* + 22 ds, ako je c kriva

a\/6

. 3.
X = smt,y:acost,z:%smt,te[o,%}.

Pismeni dio ispita iz Matematike II, 18.02.2011

GRUPA A

dx

2
1. IzraCunati integrale: /, = .[ XXt —1dx,I =I—
o 1+sinx+cosx

2 2x—x?

2. Izmjeniti poredak integracije u integralu I = '[dx J f(x,p)dy.

1 2-x
3. IzraCunati povrSinski integral P = H(z2 + l)dS , S je dio sfere
N
x* + y* +z* =4 u prvom oktantu.
4. IzraCunati integral I I—dx pomocu diferenciranja po parametru

o Xe
ako je a >-1.
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GRUPA B
¢ 4 sin x
1. IzraCunati integrale: /, = '[ j
01+\/2x+1 0s1nx+cosx
V2@

2. Izmjeniti poredak integracije u integralu / = Idx I f X y)dy
3. IzraCunati povrSinski integral H N=x>+4dS , gdje je (S) omotag povrsi

2 2 2
L

4 4

4. IzraCunati pomocu diferenciranja po parametru integral

I(a)=

S o [y

ln(sin2 x+a’ cos? x) dx, a>0.

Pismeni dio ispita iz Matematike II, 23.06.2011.

GRUPA A

X

D . e
1. Izratunati duZinu luka krive y =In—
o

-1 .
i od tacke sa apscisom x =1 do tacke sa

apscisom x = 2.
2. Izracunati pomodu dvostrukog integrala zapreminu tijela kojeg ograni¢avaju

2
povrdi x* +y* —2az =0, (x2 +y2) =d’ (x2 —yz), a>0.
3. Izracunati pomoc¢u Greenove formule krivolinijski integral

I= cJ')\/xz +y2dx+y[xy+ln(x+«/x2 +3° )}dy, ako je ¢ kontura koja

ograni¢ava oblast y* <2x—2, x<2, y>0.

4. Izracunati povrSinski integral [ = _U(x +y+27° )dS , ako je S polulopta
N
X4y +22=9,220.

GRUPA B

1. IzraCunati duzinu luka krive y =aln za ~ (a>0) od tacke 4(0,0) do tacke
a—

B(ﬂ,alni).
2 3

2. TIzracunati pomodu dvostrukog integrala zapreminu tijela kojeg ogranicavaju
povrsi x* +y° =4 (x20), x’ - p* =1 (x=1),z=4-x" (2>0) iravan z=0.
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3. TIzraCunati krivolinijski integral (ﬁxds, ako je ¢ lemniskata

(x2 +yz)2 =d <x2 —yz), a>0.
4. Tzradunati povrsinski integral I = ”(x —y+2z)dS, ako je S polulopta
S

X +y’+z=4,2>0.

Pismeni dio ispita iz Matematike II, 08.07.2011.

Grupa A
e . . x2 2 22 P
1. Odrediti jednacinu tangentne ravni na povrs —- +y—2 += =1, koja je normalna na
a” b° ¢
Xy oz
ravoj —====.
P ) 1 2 3

2. Izracunati integral po glatkom luku koji spaja tacke A i B

I (1—1+yjdx+(x+x2de—ifdz , A(LL1,B(1,2,3), 4B < {(x,y.2):x> 0,y > 0,2 > 0}

Sy =z z y z

AB

3. Izraunati zapreminu onog dijela lopte x* + y? +z2 =1 koji se nalazi unutar cilindra

2+ (y-1)?=1.

4. Dato je vektorsko polje 4 =(e*z-2xy,1-x%,¢" +z) . Pokazati da je polje A potencijalno i

odrediti mu potencijal. Izracunati integral I A-d7 , gdje je L duz PQ, P (0, 1,-1),Q (2, 3,
L
0), orijentisana od P prema Q.

Grupa B
1. Dokazati da proizvoljna tangentna ravan povrsi S: xyz = ¢’ (a > 0, konstanta) obrazuje sa

koordinatnim ravnima tetraedar stalne zapremine (V = %cﬁj .

2. Izracunati integral po glatkom luku koji spaja tacke A i B
.[ zxdy + xydz — yzdx

= ()

3. IzraCunati zapreminu tijela koje je ograni¢eno povrSima

Pyt =yt y? =2y,2=9%2=0.

4. Dato je vektorsko polje 4 =(2x(y* +z°)+yz,2y(z% + x*) +xz,2z(x> + y*) + xy) . Pokazati da
je polje A potencijalno i odrediti mu potencijal. Izradunati fluks vektorskog polja 4
kroz spoljnu stranu polusfere T':x? + y? +22 =2z=0,y>0

A(7,2,3), B(5,3,1), [z # f] )
y

Pismeni dio ispita iz Matematike 11, 15.09.2011.

GRUPA A
1. Tzratunati povrSinu figure koju odreduju prava 2x + 33 y—12=0 idio elipse

4x* +9y* =36 u prvom kvadrantu. 179

2
2. Promijeniti poredak integracije i izracunati dvostruki integral [ = I vdy

4. Dati su krivolinijski integrali /, = J.—z, I, =

)
J-S dx
1

L

0
2

3. Izralunati povrsinu dijela povrsi x> + > +z—1=0 koji se nalazi iznad ravni

z=0.
de_yd" j—x"f_yfx, gdje je ¢, duz
DXty DXty

AB, A(1,2),B(-1,4), orjentisana od tatke 4 prema tacki B, a ¢, je parabola
. . . -1 11 C . .
koja prolazi kroz tacke 4(1,2),B(-1,4) i C(?,Zj Dokazatidaje I, =1, i

izraCunati taj broj.

GRUPA B

1.

Izracunati povr$inu krivolinijskog ¢etverougla omedenog parabolama
2

y=xz,y=%,y2 =2x, y* =3x.

2. Promijeniti poredak integracije i izraunati dvostruki integral
a aey xIn(x+a)dx
0 o (x—a)
3. Izradunati povrsinu dijela sfere x> +y° +z° = a” koji se nalazi u unutragnjosti
2 2
cilindra = +2-=1,0<b<a.
a b
4. IzraCunati krivolinijski integral / = @—arctgldx +y’e’dy, ako je ¢ pozitivno
x X
orjentisana kontura oblasti odredene isje¢kom kruznog prstena
1<x*+)*<4,0<y<x
Pismeni dio ispita iz Matematike 11, 23.09.2011.
GRUPA A
1. Izradunati povrsinu figure koju odreduju prava 2x + 33 y—12=0 idio elipse

2
2. Promijeniti poredak integracije i1 izraCunati dvostruki integral / = j vdy

3.

4x* +9y* =36 u prvom kvadrantu.

Vv

& d
.l[ X

AL

Izradunati povrsinu dijela povrsi x* +y* +z—1=0 koji se nalazi iznad ravni z =0.

0
2
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xdy — ydx I _J‘xdy—ydx
2 2T 2 2

x+y? X +y

)

4. Dati su krivolinijski integrali 7, = J , gdje je ¢, duz AB,
A(1,2),B(-1,4), orjentisana od tatke 4 prema tacki B, a ¢, je parabola koja
prolazi kroz tacke 4(1,2),B(-1,4) i C(_?l,%j Dokazati da je I, = I, i izratunati

taj broj.

GRUPA B

1. Izracunati povrSinu krivolinijskog ¢etverougla omedenog parabolama
2

y=x2,y=%, ¥ =2x, y' =3x

2. Promijeniti poredak integracije i izraunati dvostruki integral

a anfa xIn(x+a)dx
P S R LICER T
3. Izradunati povriinu dijela sfere x> + y* +z° = a* koji se nalazi u unutra$njosti
2 2

cilindra *—+2_=1,0<b<a.

C e e 1 _ . .
4. IzraCunati krivolinijski integral 7 = @—arctgzd)ﬁ y'edy, ako je ¢ pozitivno
X X
orjentisana kontura oblasti odredene isjeckom kruznog prstena

1<x*+3)*<4,0<y<x

Pismeni dio ispita iz Matematike II, oktobar 2011.

2 2 2
1. Odrediti jednacinu tangentne ravni na povrs x—z+y—2+z—2 =1, koja je normalna na
a- b” ¢
. Xy oz
ravoj —====-.
P ) 1 2 3
2. Promijeniti poredak integracije i izracunati dvostruki integral
2
¢ VT xIn(x+a)dx
I=fyay [ Hnlrra)ds
0 0 (x - a)

3. IzraCunati krivolinijski integral (j}xds, ako je ¢ lemniskata

(x2 +yz)2 =a (x2 —yz), a>0.

4. Dato je vektorsko polje A= (Z)C(y2 + zz)+ yz,2y(z2 +x2)+xz,22()c2 + y2)+ xy) .
Pokazati da je polje 4 potencijalno i odrediti mu potencijal. Izracunati fluks
vektorskog polja 4 kroz spoljnu stranu polusfere T':x? +y* + 22 =2z=0,y > 0.
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