
Univerzitet u Zenici 
Mašinski fakultet 
Akademska 2012/13. 

Sveska sa vježbi iz 
Matematike II (II dio)

Odsjeci: Inžinjerski dizajn proizvoda, Inžinjerska ekologija, Menadžment proizvodnim 
tehnologijama, Održavanje  

Dodatak A
• Osnovene formule iz Matekatike II 5 

Sedmica broj 8, 9 i 10
(Krivoliniski integrali)
• Krivoliniski integrali prve vrste (po luku) i njegova primjena: Ra unanje površine 

cilindri ne površi. 9
• Krivoliniski integrali druge vrste (po koordinatama). Green formula. 27
• Primjena krivoliniski integrali druge vrste: Ra unanje površine ravne figure. 

Nezavisnost krivol. integrala od vrste konture. Odre ivanje primitivnih f-ja. 55

Sedmica broj 11 i 12 
(Površinski integrali)
• Površinski integrali I (prve) i II (druge) vrste 75
• Primjena površinskog integrala. Stoksova formula. Formula Gaus-Ostrogradskog. 103 

Sedmica broj 13 
(Integrali ovisni o parametru)
• Diferenciranje svojstvenog i nesvojstvenog integrala ovisnog o parametru 129 

Sedmica broj 14 i 15 
(Vektorska teorija polja)
• Skalarno polje. Gradijent skalarnog polja. Vektorsko polje. Rotor i divergencija 

vektorskog polja. 139
• Cirkulacija i fluks vektorskog polja. 157

Dodatak B 
(Ispitni rokovi)
• Svi ispitni rokovi iz 2011. i 2012. godine 171

Zbirke zadataka za dodatno usavršavanje i napredovanje:
• Berman: Zbirka zadataka iz Matemati ke analize, Nau na knjiga, 1978 
• Peri , Tomi , Kara i : Zbirka riješenih zadataka iz Matematike II, Svjetlost, 1987 
• Uš umli , Mili i : Zbirka zadataka iz Matematike II, Nau na knjiga,
• Ferenci, Ungar, omi , Cvijetanovi , Uzelac: Zbirka zadataka iz Matematike za 

studente Tehni kih fakulteta, Nau na knjiga, 1983 
• Ze i , Huskanovi , Alajbegovi : Matematika I za tehni ke fakultete, MF, 2009 

(sveska je skinuta sa stranice pf.unze.ba\nabokov
U svesci je mogu a pojava grešaka.

Za sve uo ene greške pisati na infoarrt@gmail.com)



(ova stranica je ostavljena prazna)

3

(ova stranica je ostavljena prazna) 

4



Osnovne formule iz Matematike II
Dio tablica integrala.

1.
∫

uadu = ua+1

a + 1 + C, a �= −1.

2.
∫

u−1du =
∫ du

u
=

∫ u′

u
dx = ln |u| + C.

3.
∫

audu = au

ln |a| + C;
∫

eudu = eu + C.

4.
∫

sin du = − cos u + C.

5.
∫

cos du = sin u + C.

6.
∫ 1

cos2 u
du = tg u + C.

7.
∫ 1

sin2 u
du = −ctg u + C.

8.
∫ du

u2 + a2 = 1
a

arc tg u

a
+ C.

9.
∫ du

u2 − a2 = 1
2a

ln
∣∣∣∣u − a

u + a

∣∣∣∣ + C.

10.
∫ du√

a2 − u2
= arc sin u

a
+ C.

11.
∫ du√

u2 + a
= ln |u +

√
u2 + a| + C.

Newton-Leibnizova formula.
∫ b

a
f(u)du =

∫
f(u)du

∣∣∣∣b
a

= F (u)|ba = F (b) − F (a), gdje je F ′(u) = f(u).

Osobine određenih integrala.
1.

∫ b

a
f(x)dx = −

∫ a

b
f(x)dx.

2.
∫ a

a
f(x)dx = 0.

3.
∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx +

∫ b

c
f(x)dx.

4.
∫ b

a
[f1(x) + f2(x) − f3(x)]dx =

∫ b

a
f1(x)dx +

∫ b

a
f2(x)dx −

∫ b

a
f3(x)dx.

5.
∫ b

a
c f(x)dx = c

∫ b

a
f(x)dx.

Smjena promjenjivih u određenom integralu.∫ b

a
f(x)dx =

∣∣∣∣∣ x = ϕ(t) x = a ⇒ a = ϕ(α) ⇒ t = α
dx = ϕ′(t)dt x = b ⇒ b = ϕ(β) ⇒ t = β

∣∣∣∣∣ =
∫ β

α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt =

∫ β

α
h(t)dt

Nepravi integrali.
+∞∫
a

f(x)dx = lim
b→∞

∫ b

a
f(x)dx,

b∫
−∞

f(x)dx = lim
a→−∞

∫ b

a
f(x)dx,...

Računanje površine ravne figure. U zavisnosti od izgleda slike: P =
∫ b

a
f(x)dx, P =

∫ d

c
g(y)dy,

P = −
∫ b

a
f(x)dx, P =

∫ b

a
[η(x) − μ(x)]dx, P =

∫ d

c
[g(y) − h(y)]dy, ...

Zapremina rotacionog tijela. Ako, kriva data u parametarskom obliku C :

⎧⎪⎨
⎪⎩

x = η(t)
y = μ(t)

t1 ≤ t ≤ t2

rotira

oko x-ose, zapremine se računa po formuli

Vx = π
∫ t2

t1
[μ(t)]2|η′(t)|dt.

Ista kriva ako rotira oko y-ose, Vy = π
∫ t2

t1
[η(t)]2|μ′(t)|dt. Iz ove dvije formule, za funkcije y = f(x) i

x = g(y), slijedi Vx = π
∫ b

a
[f(x)]2dx i Vy = π

∫ d

c
[g(y)]2dy.
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Dužina luka krive. C :

⎧⎪⎨
⎪⎩

x = η(t)
y = μ(t)

t1 ≤ t ≤ t2

, � =
t2∫

t1

√
[η′(t)]2 + [μ′(t)]2dt;

C :
{

y = f(x)
a ≤ x ≤ b

, � =
b∫

a

√
1 + [y′(x)]2dx; C :

{
x = g(y)
c ≤ y ≤ d

, � =
d∫

c

√
1 + [g′(y)]2dy;

Komplanacija obrtne površi. Površina omotača tijela dobijenog rotacijom krive

C :

⎧⎪⎨
⎪⎩

x = η(t)
y = μ(t)

t1 ≤ t ≤ t2

, oko x-ose, se računa po formuli: P = 2π

t2∫
t1

|μ(t)|
√

[η′(t)]2 + [μ′(t)]2]dt;

C :
{

y = f(x)
a ≤ x ≤ b

, P = 2π

b∫
a

|f(x)|
√

1 + [f ′(x)]2]dx; ...

Funkcije dvije nazavisno promjenjive. ...

Parcijalni izvodi f-ja više pomjenjivih. z = f(x, y), z′
x = ∂z

∂x
= lim

Δx→0

f(x + Δx, y) − f(x, y)
Δx

...

Diferenciranje funkcija više promjenjivih. u = f(x, y, z), du = ∂u

∂x
dx + ∂u

∂y
dy + ∂u

∂z
dz ...

Diferenciranje složenih funkcija. ...

Parcijalni izvodi višeg reda složenih funkcija. ...

Ekstremne vrijednosti f-ja dvije promjenjive. ...

Uslovni ekstremi f-ja dvije promjenjive. ...

Jednačina tangentne ravni i jednačina normale na površ. Ako je S u obliku F (x, y, z) = 0

α : F ′
x(x0, y0, z0)(x − x0) + F ′

y(x0, y0, z0)(y − y0) + F ′
z(x0, y0, z0)(z − z0) = 0

n : x − x0

F ′
x(x0, y0, z0)

= y − y0

F ′
y(x0, y0, z0)

= z − z0

F ′
z(x0, y0, z0)

Dvojni integrali.

∫∫
D

f(x, y) =
b∫

a

dx

h(x)∫
g(x)

f(x, y)dy =
b∫

a

⎡
⎢⎣

h(x)∫
g(x)

f(x, y)dy

⎤
⎥⎦ dx,

∫∫
D

f(x, y) =
d∫

c

dy

μ(y)∫
η(y)

f(x, y)dx =
d∫

c

⎡
⎢⎣

μ(y)∫
η(y)

f(x, y)dx

⎤
⎥⎦ dy ...

Smjena promjenjivih u dvojnim integralima. Za prelazak sa pravougaonih na polarne

koordinate koristimo smjene

⎧⎪⎨
⎪⎩

x = r cos(ϕ)
y = r sin(ϕ)

dxdy = rdrdϕ
, poopštene plarne koordinate su oblika

⎧⎪⎨
⎪⎩

x = a r cos(ϕ), (a > 0)
y = b r sin(ϕ), (b > 0)

dxdy = a b rdrdϕ
, a za proizvoljne smjene

⎧⎪⎨
⎪⎩

x = η(u, v)
y = μ(u, v)

dxdy = |J |dudv
, gdje je J Jakobijan,

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣
Trojni integrali. ...
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Računanje trojnih integrala uvođenjem cilindričnih i sfernih koordinata.

Na cilindrične koordinate prelazimo pomoću

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

x = r cos(ϕ)
y = r sin(ϕ)

z = z
dxdydz = rdrdϕdz

, opis tačke je

Za prelazak sa pravougaonih na sferne koordinate koristimo

sljedeće smjene

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

x = r sin(ϕ) cos(θ)
y = r sin(ϕ) sin(θ)

z = r cos(ϕ)
dxdydz = r2 sin(ϕ)drdϕdθ

,

(opis tačke je prikazan na slici lijevo).

Primjena dvostrukih integrala.
(a) P =

∫∫
D

dxdy. (b) V =
∫∫
D

f(x, y)dxdy.

Primjena trostrukih integrala. (a) V =
∫∫∫

Ω

dxdydz.

(b) T (xT , yT , zT ), xT = 1
V

∫∫∫
Ω

xdxdydz, yT = 1
V

∫∫∫
Ω

ydxdydz, zT = 1
V

∫∫∫
Ω

zdxdydz.

Krivoliniski integral prve vrste (po luku).

C :

⎧⎪⎨
⎪⎩

x = η(t)
y = μ(t)

t1 ≤ t ≤ t2

,
∫
C

f(x, y)ds =
t2∫

t1

f(η(t), μ(t))
√

(η′(t))2 + (μ′(t))2dt.

C :
{

y = f(x)
a ≤ x ≤ b

,
∫
C

z(x, y)ds =
b∫

a

z(x, f(x))
√

1 + (f ′(x))2dx.

Primjena krivoliniskog integrala prve vrste - Računanje površine cilindrične površi.
C :

{
F (x, y) = 0

z = 0 , P =
∫
C

z(x, y)ds.

Krivoliniski integral druge vrste (po koordinatama).

C :

⎧⎪⎨
⎪⎩

x = η(t)
y = μ(t)

t1 ≤ t ≤ t2

,
∫
C

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =
t2∫

t1

[P (η(t), μ(t))η′(t) + Q(η(t), μ(t))μ′(t)]dt.

C :
{

y = f(x)
a ≤ x ≤ b

,
∫
C

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =
b∫

a

[P (x, f(x)) + Q(x, f(x))f ′(x)]dx.

Krivoliniski integral druge vrste ovisi o smjeru puta integracije.

Formula Greena.∫
C

P (x, y)dx + Q(x, y)dy =
∫∫
S

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

Primjena krivoliniskog integrala druge vrste - Računanje površine ravne figure.
P = 1

2

∫
C

xdy − ydx.

Nezavisnost krivoliniskog integrala od vrste konture. Određivanje primitivnih funkcija.
..., ∂Q

∂x
= ∂P

∂y
, ..., du(x, y) = ∂u

∂x
dx + ∂u

∂y
dy, ...
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Površinski integral prve vrste.

D projekcija od S: z = η(x, y) na x0y -
∫∫
S

f(x, y, z)dS =
∫∫
D

f(x, y, η(x, y))

√√√√1 +
(

∂η

∂x

)2

+
(

∂η

∂y

)2

dxdy.

E projekcija od S: y = μ(x, z) na x0z -
∫∫
S

f(x, y, z)dS =
∫∫
E

f(x, μ(x, z), z)

√√√√1 +
(

∂μ

∂x

)2

+
(

∂μ

∂z

)2

dxdz.

F projekcija od S: x = γ(y, z) na y0z -
∫∫
S

f(x, y, z)dS =
∫∫
F

f(γ(y, z), y, z)

√√√√1 +
(

∂γ

∂y

)2

+
(

∂γ

∂z

)2

dydz.

Površinski integral druge vrste.
Ako je integral oblika

∫∫
S

P (x, y, z)dydz + Q(x, y, z)dxdz + R(x, y, z)dxdy obično ga podjelimo na tri

dijela
∫∫
S

P (x, y, z)dydz,
∫∫
S

Q(x, y, z)dxdz,
∫∫
S

R(x, y, z)dxdy. Neka je �n = (cos α, cos β, cos γ) vektor

normale na površinu S, gdje su α, β i γ uglovi koje vektor normale zaklapa sa x, y i z osom. Tada

I1 =
∫∫
S

P (x, y, z)dydz =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

S : x = η(y, z),
neka je D projekcija od S na y0z ravan,

neka je α ugao koji vektor
normale na S zaklapa sa x-osom,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ±

∫∫
D

P (η(y, z), y, z)dydz gdje

vrijednost za ± zavisi od cos(α) (cos(α) > 0 stavljamo +, za cos(α) < 0 stavljamo -, a za cos(α) = 0
imamo I1 = 0). Slično za I2 i I3

I2 =
∫∫
S

Q(x, y, z)dxdz =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

S : y = μ(x, z),
neka je E projekcija od S na x0z ravan,

neka je β ugao koji vektor
normale na S zaklapa sa y-osom,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ±

∫∫
E

Q(x, μ(x, z), z)dxdz.

I3 =
∫∫
S

R(x, y, z)dxdy =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

S : z = δ(x, y),
neka je F projekcija od S na x0y ravan,

neka je γ ugao koji vektor
normale na S zaklapa sa x-osom,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ±

∫∫
F

R(x, y, δ(x, y))dxdy.

Primjena površinskog integrala prve vrste - Izračunavanje površine dijela glatke površi.

P =
∫∫
S

dS =
∫∫
D

√√√√1 +
(

∂η

∂x

)2

+
(

∂η

∂y

)2

dxdy, gdje je D projekcija od S: z = η(x, y) na x0y ravan.

Stoksova formula. ...

Formula Gauss-Ostrogradski.
∫∫
S

P (x, y, z)dydz + Q(x, y, z)dxdz + R(x, y, z)dxdy =
∫∫∫

Ω

(
∂P

∂x
+ ∂Q

∂y
+ ∂R

∂z

)
dxdydz

Integrali ovisni o parametru.
I(α) =

∫ b(α)

a(α)
f(x, α)dx =⇒ I ′(α) =

∫ b(α)

a(α)
f ′

α(x, α)dx + b′(α)f(b(α), α) − a′(α)f(a(α), α).

Ako granice a i b ne zavise od α tada I ′(α) =
b∫

a

f ′
α(x, α)dx.

Vektorska teorija polja. ...

Cirkulacija i fluks vektorskog polja.

C =
∫
c

�v d�r =
∫
c

vxdx + vydy + vzdz.

Φ =
∫∫
S

�v�n dS =
∫∫
S

vxdydz + vydxdz + vzdxdz.
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1. Izra unaj krivolinijski integral  od ta ke A(1,0) do ta ke B(0,2). ydyxdxxyI
L

2)1(

a) po pravoj 2x+y=2 
b) duž parabole 44 2yx
c) duž elipse x=cost ; y= 2sint 

Rješenja:

a) Skicirajmo datu pravu (uputa vidi sliku desno). 

2x+y=2
y = 2 - 2x 
dy = -2dx 

11121
2

2
3

6
4

4)1264(

)44()122(

)2)(22(1)22(

)1(

0

1

0

1

2
0

1

3
0

1

4
2

0

1

3

32
0

1

2

2
0

1

2

1

xxxxdxxxx

dxxxdxxx

dxxxdxxx

ydyxdxxyI
L

b) Skicirajmo parabolu (uputa: vidi sliku iznad). 

dyydxyxyx
24

144
2

2

dyyyydyyyy

ydyyydyyyy

ydyydyyyyydyxdxxyI
L

162282

162
1

2
1

4

4
1

2
1

4
1)1(

532

0

42

422

0

3

222

0

2
2

2

43

.
15
17

15
45203012103

3
42

5
4

3
2

4
12

6
8

8
16

40
32

96
64

4
3

6840962
3

22816
2

0

2
2

0

3
2

0

4
2

0

5
2

0

62

0

2345 yyyyydyyyyyy

c) Skicirajmo elipsu (uputa: vidi sliku sa prethodne stranice). 

x = cost         y = 2sint 

                   dy = 2costdt 

2
0

sin
cos

:3

t

ty
tx

L

3
4

3
22

3
121

4
14

3
sin2cos

4
cos4

3
sin

3cos
sin

cossin

4
cos

4
sin

sin
cos

sincos

cossin2sinsincos4

)cossin2sinsincos4(sincos4)sincossin2(

cos2sin2cos)sin()1sin2(cos)1(

2
0

3
2
0

2
0

4

33
2

44
33

2

0

2

0

2
2

0

3

2
2

0

33
2

0

2

2

0

22

3

ttt

ctcuduu
dutdt

ut
tdtt

ctcuduu
dutdt
dutdt

ut
tdtt

tdtttdttdtt

dtttttttdttdtttt

tdttttdtttydyxdxxyI
L
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1.  Izra unati površinu figure koja je ograni ena krivom: 

a) elipsom  ,    x acost y b sint ;
b) petljom Dekartovim listom .3 3 3 0x y axy

Rješenja:
a)

Slika 1: elipsa 
Koristit emo sljede u formulu: 

1

1 ,
2 C

P xdy y∮ dx

gdje je (vidi sliku 1) 

1

0 2

x acost
C y b sin

t
t

Izra unajmo izvode od x i y: 
dx a sint dt
dy bcost dt

Uvrstimo u formulu: 

1

2

0

2 2
2 2 2 2

0 0

2

0

1 1      ( ) 
2 2

1 1     (   )   
2 2

21 1 1    1  2 0
02 2 2

C

P xdy ydx acost bcost b sint a sint dt

abcos t ab sin t dt ab cos t sin t dt

ab dt ab t ab ab

∮

Kona no rješenje: .P ab

58



b)

Slika 2: Dekartov list 

Da bismo koristili formulu 

1

1 ,
2 C

P xdy y∮ dx

moramo pre i na parametarsku jedna inu krive uzevši: 

, yy tx t
x

idimo da polarni radijus OM (vidi sliku 2), gdje je O(0,0) i M(x,y), opisuje cijelu petlju 

 te na dobiveni rezultat unijeti i smjenu

V
krive kada t ide od 0 do + .

Uvrstimo smjenu y tx  u x3 3 3 0y axy yx
t

pa emo imati: 
33

3 3 2

3 3 2

2

3

3

3

3 0

1 3 0 / : 

 (1  ) 3 0

1 3 0

1 3

3
1

x tx ax tx
2x t tax x

x t tax
x

x t ta

x t ta

tax
t

          

3

3
1
tax
t

3

3

3
1
3

1

y ta
t t
y ta
t t
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Pa dalje ra unamo izvod za x: 
3 2

3 2

3 2

3 2

3

3 2

3  1 3  (3 )

(1 )
1 (3 )3

(1 )
1 23
(1 )

a t ta t
dx dt

t
t t tdx a dt
t

tdx a  dt
t

te i za y : 
3 2 2

3 2

3 2

3 2

3 3

3 2

3

3 2

6  1  3 (3 )

(1 )

2 1  (3 )
3

(1 )
2 2 33

(1 )
23

(1 )

at t at t
dy dt

t

t t t
dy at dt

t
t tdy at dt
t

tdy at  dt
t

omnožimo izvode sa dx i dy sa y i x, redom P
3

3 23

3
2 2

33

2 3

3 3 2

3
2 2

3 3

3ta 23
(1 )1

29
1

3 1 2 3  
1 (1 )

1 29
(1 )

tx dy at dt
tt

t a ty dx a dt
t t

tx dy a t  dt
t

ty dx a t  dt
t

ad uvrstimo dobijene rezultate: S
3 3

2 2 2 2
3 3 33

0

3 3 2 3
2 2 2

3 33 3
0 0

1 1 2 1 2   9 9
2 2 (11

1 2 1  2 9 1     9
2 21 1

C

t tP xdy y dx a t a t
tt

t t a ta t dt t dt
t t

)
dt∮
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1.     Izra unati površinski integral: 

a)  , gdje jedszyxI )346(  oblast ravni x+2y+3z = 6, u prvom oktantu; 

b) dsxazyK
W

)( 22 , gdje je W površina cilindra , koja se nalazi 

izme u ravni z = 0 i z = h. 

222 ayx

Rješenja:

a) Skicirajmo oblast (vidi sliku desno) 

    x+2y+3z = 6/:6 

1
236
zyx

segmentni oblik jedna ine ravni 

yxz 26
3
1

2y-x-63z
6  3z2yx

dxdy
y
z

x
zyxzyxfdszyxf

D

22

1)),(,,(),,(

3
2
3
1

y
z
x
z

3
14

9
14

9
4

9
111

22

y
z

x
z

Projekcija na xOy ravan izgleda: Nacrtati projekciju (uputa:vidi xOy ravan sa slike iznad). 
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yx
yx
yx

yx

yx
yy
yy

xx
xx

26
6183

6183
36

6
03
0

60
6

12

1

12

1

yx
y

D
260

30
:

1454)63459(14221
2

10
3

142

)2110(142)126606(
3
14

1236412)42436(
2
5

3
14

)26(6)26(2)26(
2
5

3
14

62
2
5

3
14625

3
14

625
3
142646

3
14)346(

3

0

3

0

23

0

3

3

0

2
3

0

2

3

0

22

3

0

2

26

0

26

0

26

0

2
3

0

3

0

26

0

yyy

dyyydyyy

dyyyyyy

dyyyyy

dyxxyxdxyxdy

dxdyyxdxdyyxyxdszyxI

yyy
y

DD

b) dsxazyK
W

)( 22    z = 0 i z = h 222 ayx

Skicirajmo oblast W (vidi sliku na sljede oj stranici) 

dxdy
z
y

x
yzzxyxfdszyxf

W D

22

1)),,(,(),,(
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0

22

21

z
y

xa
x

x
y

KKK
222

222

xay
ayx

22

22

22

xay

i
xay

xay

hz
axa

D
0

:

2222

22

22
11

xa
adxdzdxdz

xa
xdxdz

xa
xds

ha

a

h a

aD

DW

zdz
xa

dxadzdxadxdz
xa

za

xa
adxdzxazxadsxazyK

00
2222

22

222222
1

22

2
4

2
4

2
4

cos
cos

2
4

sin1
cos

2
4

sin
cos

2
4

2

2

cos
sin

2
22

2
22

2

2
2

2

2

2
2

2

2

2
2

2

2

2

2
2

2

2

222

2
2

22

2

ahhathaha

dtahha
t
tdtahha

ta
tdtaahha

taa
tdtaahha

tay

tax

tdtadx
tax

xa
dxahhaa

a

a
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22

22

22

0

xa
adxdyds

z
y

xa
x

x
y

xay

222sin
cos

2

2

2

cos
sin

22

2
2

2

2

2

222

2

222

2

22

2

0

2

0
222222

22

222222
2

ahtahdtah
taa

tdtaah

tax

tax

tdtadx
tax

xa
dxahz

xa
dxazdz

xa
dxa

xa
adxdzz

xa
adxdzxazxadsxazyK

a

a

h
h a

a

a

aD

DW

haahahhaahahhaK 44
22

4 22
22

2
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(Zadaci su skinuti sa stranice: \pf.unze.ba\nabokov
Za uočene greške pisati na infoarrt@gmail.com)
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167

1.  Na i protok (fluks) vektorskog polja 2 2 2 1p xi y j x y k   kroz elipsoidu 
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

.

Rješenje:

Slika 1: elipsoid 

Kako je S zatvorena površ možemo primijeniti formulu Gauss - Ostrogradski 

   yx z

S

vv vpn ds div p dxdydz dxdydz
x y z

Imamo: 
2 2 2, , , , 1x y zp v v v x y x y

1,  2 ,  0yx zvv vy
x y z

Oblast  je ograni ena elipsoidom (vidi sliku 1) 
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

1 2 (*)y dxdydz

Uvedimo sferne koordinate: 
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2

'

0 1
0

0 2

x ra sin cos
y rb sin sin
z rccos
dxdy dz r sin abcdr d d

r
  

2

'
1 2

2

0 0 0
1

2

0 0
1

2

0 0

* (1 2rb sin  sin ) r sin abc dr d  d

       abc r  dr sin  d 1 2rb sin  sin  d

       abc r  dr (2 2rb sin  ( cos 2 cos 0)sin  d

       abc r  dr (2 2rb sin  1 1 )sin  d

1
2

0 0
1

2

0 0
1

2

0
1

2

0
1

2

0

   abc r  dr 2  sin  d

       2 abc r  dr sin  d

       2 abc ( cos cos 0)r  dr

       2 abc ( ( 1) 1)r  dr

       4 abc r  dr

1 4       4 abc (1 0)
3 3

abc

Prema tome 
4
3

abc .
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(Zadaci su skinuti sa stranice: \pf.unze.ba\nabokov
Za uočene greške pisati na infoarrt@gmail.com)
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Pismeni dio ispita iz Matematike II (MF), 02.02.2012.
Grupa A

1.
2

2arctg3

2

tg
2 .

2sin cos 1

x

A dx
x x

2. Odrediti ekstreme funkcije 
2 2 5 .

2 2
y xz x
x y x

3. Dat je trostruki integral 
242 2

3

0 0 0

d d dz i oblast 

4. ,
S

I ydydz xdzdx zdxdy ako je S donja strana dijela 

površi 2 2z x y kojeg isjeca površ 2 2 .x y y

Grupa B

1.
2arctg3

2arctg 2

tg
2 .

2sin 6cos 7

x

B dx
x x

2. Odrediti ekstreme funkcije 2 2 31 .
9

x y
z x y e

3. 2 2 2 ,I x y z dx dydz unutrašnjost lopte 

2 2 2 .x y z x
4. nati površinski integral 2 2 2 ,

S

I x dydz y dzdx z dxdy ako je S vanjska strana tijela 

0, 0,x y z h i dijelom konusa 2 2 2x y z u prvom oktantu.

Stari program:

1. Ispitati konvergenciju reda 
2

1

13 .
n

n

n

n
n

2. 2 cos .ivy y x x

3. 2 2 2 ,I x y z dx dydz unutrašnjost lopte 

2 2 2 .x y z x
4. 2 2 2 ,

S

I x dydz y dzdx z dxdy ako je S vanjska strana tijela 

0, 0,x y z h i dijelom konusa 2 2 2x y z u prvom oktantu.
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Pismeni dio ispita iz Matematike II (MF), 17.02.2012.

GRUPA A
1. astaje rotacijom oko x –

22 ( 0)y ax a i pravama 0, .y x y a

2.
2 2

2 2

1
,

2D

xy x y
I dx

x y
ako je D dio kruga 2 2 1x y u

prvom kvadrantu.
3.

2 3

5 5

5 5, , 0 1.
1 1
at atx y t
t t

4.
2 21

2

2 2
0

ln 1
1

1

x
I dx

x x
.

GRUPA B
1. acijom oko x – ose figure u drugom kvadrantu 

2 ( 0)
2
axy a i pravama 0, .y y x a

2.
2 2 2 23

1 ,
1D

I dx
x y x y

ako je oblast D

2 2 2 20, 1 4.x y x y
3. I

2

4 4, ,0 1.
1 1
at atx y t
t t

4.
1

2
0

arctg
0

1

x
I dx

x x
.

Stari program:

1. reda: 
2

3 2 2
1

1 1
.

3 1 4

n

n
n

n x
n

2.
2

0.
22 1

xy xy
yx

3.
2

4 4, ,0 1.
1 1
at atx y t
t t

4.
1

2
0

arctg
0 .

1

x
I dx

x x
ferenciranja po parametru .
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GRUPA A
Drugi parcijalni ispit, 08.06.2012.

2 2 2 2 2 2: 36, , 0.x y z x y z z

2 ,
c

y ds ako je c kriva 2 31 1, , ,0 1.
2 3

x t y t z t t

2 23 , : 2 , 0.
S

I zdS S z x y z

GRUPA B
Drugi parcijalni ispit, 08.06.2012.

2 2 2 2 2 2 2: 4, 3 , .x y z x y z z x y

,
c

x z ds ako je c kriva 2 33, , ,0 1.
2

x t y t z t t

21 ,
S

E z z dS 2 2 2: , 0 1.S z x y z
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Pismeni dio ispita iz Matematike II, 21.06.2012.

GRUPA A
1. lom 2 2 , 0y ax a i normalom na 

parabolu koja zaklapa ugao od 1350

2.
sa x – osom. 

,z ax by ako je 2 2 1.x y

3. 2 2 ,x yI dxdydz
a z

ako je 

0, 0, , , 0.x y x y z a x y z a a
4. 2 2 2 ,

S

I x dydz y dzdx z dxdy ako je S vanjski 

dio površi 2 2 22 2 , 0 4.z x y z

GRUPA B

1.
3

2
2 2 , 2 , 0.by by x b
b x

2. 2 ,z cxy 1,0, 4A c i
okomita je na ravan .x y

3. I 2 2 ,y zI dxdydz
a x

ako je 

0, 0, , , 0.y z x y z a y z x a a
4.

2 22 sin 2 4 sin 2 ,
S

I xz z x x y dydz yz x y z dzdx x y z dxdy ako je S

ovršima 2 2 24 2 , .z x y z x

Stari program

1.
1

1 .
3 1 3 2 3 5n n n n

2. 2 21 2 0.x x y y x x y

3. 2 2 ,y zI dxdydz
a x

ako je oblas

0, 0, , , 0.y z x y z a y z x a a
4.

2 22 sin 2 4 sin 2 ,
S

I xz z x x y dydz yz x y z dzdx x y z dxdy ako je S

2 2 24 2 , .z x y z x
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Pismeni ispit iz Matematike II, 06.07.2012.

GRUPA A

1. unati integral 
2

2

0

4 arctg .
2
xx x dx

2. Promijeniti poredak integracije u integralu 
2

2

2 7 61

7 2 7 6

, .
y y

y y

I dy f x y dx

3. Odrediti brojeve a i b tako da vektorsko polje 2 2 2, ,v yz axy xz bx yz axy y z
ju duž pravolinijske 

1,1,1A 2,2,2 .B

4. ,
c

x y ds ako je c desna latica lemniskate 

cos 2 .a

GRUPA B

1. nati integral 
3

0

arcsin .
1
x dx
x

2. Promijeniti poredak integracije u integralu 
2

2

31

0
2

, .
y

y

dy f x y dx

3. Dokazati da je vektorsko polje 2 2 22 , 2 ,v xz yz x y z

tog polja kroz vanjsku stranu sfere 22 2 1 1.x y z

4. 2 ,
c

x y z ds ako je c kontura trougla 

ABC, 36 480,0,0 , 14,0,0 , 9, , .
5 5

A B C

1. Razviti u Fourierov red funkciju 

Stari program

, 0, 2 .
2
xf x x

2. 4 .y y x
3. Odrediti brojeve a i b tako da vektorsko polje 2 2 2, ,v yz axy xz bx yz axy y z bude 

1,1,1A 2,2,2 .B

4. ,
c

x y ds ako je c desna latica lemniskate 

cos 2 .a
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Pismeni ispit iz Matematike II, 06.09.2012.

GRUPA A

1. Odrediti zapreminu tijela nastalog rotacijom krive 2( 2) (4 )y x x oko y – ose.
2. ,x y z dx dy dz ako je 

2 2 2 2 2 2: 2 , 3 , 0.x y a zx y z a a

3.
3

32 2
,

2c

xdy y x dx

x y y
ako je c

pozitivno orjentisana kontura kružnice 2 2 2 1.x y y
4. ,

S

zdydz xdzdx ydxdy ako je S dio sfere 2 2 2 2x y z a

unutar cilindra 2 2 , 0.x y ax a

GRUPA B

1. Odrediti zapreminu tijela nastalog rotacijom krive 2( 1) ( 2)x y y oko x – ose.
2. 2 34 1 ,x y dx dy dz ako je oblast 

2 22 2 4 2z x x y y i 2 24 2 5 4 14.z x x y y
3. olinijski integral 

3
2 ,

3
xy xy

c

yx y ye dx x xe dy

linijama 21 , 0.y x y
4. ,

S

xzdydz xydzdx yzdxdy

tijela koje pripada prvom oktantu 2 2 1,x y te ravnima 
0, 0, 0, 2.x y z z

Stari program: 

1. Razviti u Fourierov red funkciju , 0, 2 .
2
xf x x

2. 4 .y y x

3. nove formule krivolinijski integral 
3

32 2
,

2c

xdy y x dx

x y y
ako je c

pozitivno orjentisana kontura kružnice 2 2 2 1.x y y
4. ,

S

zdydz xdzdx ydxdy ako je S dio sfere 2 2 2 2x y z a

unutar cilindra 2 2 , 0.x y ax a
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Pismeni dio ispita iz Matematike II, 03.02.2011.

GRUPA A 
1. Na i površinu figure koja je ograni ena linijama 02 , 2y x x y .
2. Na i ekstreme funkcije 3 23 15 12z x xy x y.
3. Na i zapreminu tijela ograni enog ravnima 

1, 3, 1, 5, 2 1 0, 0.x x y y x y z z

4. Izra unati krivolinijski integral 2 2 22 ,I
c

z x y z ds  ako je c kriva 

2 2cos , cos , sin , 0, .
2 2
r rx t y t z r t t

GRUPA B 
1. Izra unati površinu rotacionog tijela koje se dobije rotacijom parabole 2 4y x

od ta ke 0x  do ta ke 2.x
2. Na i uslovne ekstreme funkcije y6 4 3z x  uz uslov 2 2 1.x y
3. Na i zapreminu tijela ograni enog ravnima 

1, 2, 2, 2, 4 3 2 0, 0.x x y y x y z z

4. Izra unati krivolinijski integral 2 2 24 ,I
c

y x y z ds  ako je c kriva 

6 3sin , cos , sin , 0, .
3 3 2
a ax t y a t z t t

Pismeni dio ispita iz Matematike II, 18.02.2011

GRUPA A  

1. Izra unati integrale: 
3 2

3 2
1 2

1 0

1 ,
1 sin cos

dxI x x dx I .
x x

2. Izmjeniti poredak integracije u integralu 
22 2

1 2

,
x x

x

I dx f x y dy .

3. Izra unati površinski integral 2 1
S

P z d ,S S je dio sfere 

 u prvom oktantu. 2 2 2 4x y z

4. Izra unati integral 
2

2x

e

0

1 x

I dx
xe

 pomo u diferenciranja po parametru 

ako je 1.

177

GRUPA B 

1. Izra unati integrale: 
4 4

1 2
0 0

sin, .
sin cos1 2 1

dx xI I dx
x xx

2. Izmjeniti poredak integracije u integralu 
21 2

0

,
x

x

I dx f x y dy .

3. Izra unati površinski integral 2 4
S

x dS , gdje je (S) omota   površi 

2 2 2

,0 3.
4 4 9
x y z z

4. Izra unati pomo u diferenciranja po parametru integral 

2
2 2 2

0

ln sin cos , 0.I x x dx

Pismeni dio ispita iz Matematike II, 23.06.2011.

GRUPA A 

1. Izra unati dužinu luka krive 1ln
1

x

x

ey
e

 od ta ke sa apscisom 1x  do ta ke sa 

apscisom 2.x
2. Izra unati pomo u dvostrukog integrala zapreminu tijela kojeg ograni avaju 

površi
22 2 2 2 2 2 22 0, ,x y az x y a x y a 0.

3. Izra unati pomo u Greenove formule krivolinijski integral 
2 2 2 2ln ,

c

I x y dx y xy x x y dy  ako je c kontura koja 

ograni ava oblast .2 2 2, 2, 0y x x y
4. Izra unati površinski integral 2 ,

S

I x y z dS  ako je S polulopta 

2 2 2 9, 0.x y z z

GRUPA B 

1. Izra unati dužinu luka krive 
2

2 2ln ( 0)ay a a
a x

 od ta ke 0,0A  do ta ke

4, ln .
2 3
aB a

2. Izra unati pomo u dvostrukog integrala zapreminu tijela kojeg ograni avaju 
površi 2 2 2 2 24 ( 0), 1 1 , 4 0x y x x y x z x z  i ravan 0.z

178



3. Izra unati krivolinijski integral ,
c

xds  ako je c lemniskata 

22 2 2 2 2 , 0x y a x y a .

4. Izra unati površinski integral ,
S

I x y z dS  ako je S polulopta 

2 2 2 4, 0.x y z z

Pismeni dio ispita iz Matematike II, 08.07.2011.
Grupa A 

1. Odrediti jedna inu tangentne ravni na površ 
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

, koja je normalna na 

pravoj
1 2 3
x y z .

2. Izra unati integral po glatkom luku koji spaja ta ke A i B 

2 2
11

AB

y x x xydx dy dz
y z z y z

, (1,1,1), (1, 2,3), , , : 0, 0, 0A B AB x y z x y z

3. Izra unati zapreminu onog dijela lopte 2 2 2 1x y z  koji se nalazi unutar cilindra 
.2 2( 1)x y 1

)x4. Dato je vektorsko polje 2( 2 ,1 ,xA e z xy x e z

L

. Pokazati da je polje A potencijalno i 
odrediti mu potencijal. Izra unati integral A dr , gdje je L duž PQ, P (0, 1, -1), Q (2, 3,

0), orijentisana od P prema Q.

Grupa B 
1. Dokazati da proizvoljna tangentna ravan površi S: obrazuje sa 

koordinatnim ravnima tetraedar stalne zapremine 

3( 0,konstanta)xyz a a

39
2

V a .

2. Izra unati integral po glatkom luku koji spaja ta ke A i B 

2( )
AB

zxdy xydz yzdx
x yz

(7, 2,3),A (5,3,1),B xz
y

.

3. Izra unati zapreminu tijela koje je ograni eno površima 
.2 2 2 2 2, 2 , ,x y y x y y z y z 0

4. Dato je vektorsko polje 2 2 2 2 2 2(2 ( ) , 2 ( ) , 2 ( ) )A x y z yz y z x xz z x y xy . Pokazati da 
je polje A potencijalno i odrediti mu potencijal. Izra unati fluks vektorskog polja A
kroz spoljnu stranu polusfere 2 2 2: 2 0, 0x y z z y

Pismeni dio ispita iz Matematike II, 15.09.2011.

GRUPA A 
2 3 3 12x y 01. Izra unati površinu figure koju odre uju prava  i dio elipse 

6  u prvom kvadrantu.2 24 9 3x y
179

2
22 8
y

5
10
2

.dxI ydy
x

2. Promij ra unati dvostruki integral eniti poredak integracije i iz

3. Izra unati površinu dijela površi 2 2 1 0x y z  koji se nala a ni zi iznad r v
0.z

4. Dati su krivolinijski integrali 
1 2

1 2 2 2, ,x
2 2

c c

dy ydx xdy ydxI I
x y x y

 gdje je 1c  duž

,AB 1,2 , 1,4 ,A B  orjentisan ki B, a 2c  je parabola 

koja prolazi kroz ta ke

a od ta ke A prema ta

1, 2 , 1, 4A B  i 1 11, .
2 4

C  Dokazati da je 1 2I I  i 

A B 

izra unati taj broj. 

volinijskog etverougla ome enog parabolama 

GRUP

1. Izra unati površinu kri
2

2 2 2, , 2 , 3 .x
3

y x y y x y x

2. Promijeniti poredak integracije i izra unati dvostruki integral 
2 2

2
0 0

.
lna a ya x x a

3. Izra unati površinu dij s 2

dx
I ydy

x a

ela fere 2 2 2x y z a  koji se nalazi u unutrašnjosti 

cilindra
2 2

2 2 1, 0 .x y b a

ti krivolinijsk tegra

a b

4. Izra una i in l 31 arctg ,y

c

yI dx y e dy
x x

 ako je c pozitivno 

ene isje kom kružnog prstena orjentisana kontura oblasti odre
2 21 4, 0 .x y y x

eni dio ispita izPism  Matematike II, 23.09.2011.

RUPA A 
1. Izra unati površi
G

2 3 3 12 0x y  i dionu figure koju odre uju prava  elipse 
6  u prvom kvadrantu.

2. Promij ra unati dvostruki integral 

24 9x y2 3

eniti poredak integracije i iz

2
22 8
y

5
10
2

.dxI ydy
x

3. Izra unati površinu dijela površi 2 2 1 0x y z  koji se nala a ni 0.zzi iznad r v
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1 2

1 22 2 2 2, ,
c c

xdy ydx xdy ydxI I4. Dati su krivolinijski integrali 
x y x y

 gdje je 1c  duž ,AB

1, 2 , 1, 4A B  i 

1, 2 , 1, 4 ,A B

prolazi kroz ta ke

 orjentisana od ta ke A prema ta ki B, a  je parabola koja 2c
1 11, .

2 4
C  Dokazati da je 1 2I I  i izra

taj broj. 

RUPA B 
i površinu krivolinijskog etverougla ome enog parabolama 

unati

G
1. Izra unat

2
2 2 2, , 2 , 3 .x

3
y x y y x y x

2. Promijeniti poredak integracije i izra unati dvostruki integral 
2 2

lna a ya

2
0 0

.
x x a dx

I ydy
x a

3. Izra unati površinu dijela sfere 22 2 2x y z a  koji se nalazi u unutrašnjosti 

cilindra
2 2

1, 0 .x y b a2 2a b

4. Izra unati krivolinijski integral 31 arctg ,y

c

yI dx y e dy
x x

 ako je c pozitivno 

ene isje kom kružnog prstena orjentisana kontura oblasti odre
2 21 4, 0 .x y y x

Pismeni dio ispita iz Matematike II, oktobar 2011.

1. Odrediti jedna inu tangentne ravni na površ 
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

, koja je normalna na 

pravoj
1 2 3
x y z .

2. Promijeniti poredak integracije i izra unati dvostruki integral 
2 2

lna a ya

2
0 0

.
x x a dx

I ydy
x a

3. Izra unati krivolinijski integral ,
c

xds  ako je c lemniskata 

4. Dato je vektorsko polje 

, 0x y a x y a
22 2 2 2 2

2 2

.
2 2 2 2(2 ( ) , 2 ( ) , 2 ( ) )A x y z yz y z x xz z x y xy .

tencijalno i odrediti mu potencijal. Izra unati fluks Pokazati da je polje A po
vektorskog polja A  kroz spoljnu stranu polusfere 2 2 2: 2 0, 0x y z z y .
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